КУРС 
ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ 
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
ФИЗИКИ 
Под редакцией 


А.Н.ТИХОНОВА, В.А.ИЛЬИНА, 
А.ГСВЕШНИКОВА 


ВЫПУСК 2 


ОСНОВЫ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА 
ЧАСТЬ П 


МОСКВА 
ФИЗМАТЛИТ 


2002 


В. А. ИЛЬИН, 5. Г. ПОЗНЯК 


ОСНОВЫ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА 


ЧАСТЬ П 
ИЗДАНИЕ ЧЕТВЕРТОЕ, СТЕРЕОТИПНОЕ 


Допущено Министерством общего 
и профессионального образования Российской Федерации 
в качестве учебника 
для студентов высших учебных заведений, обучающихся 
по специальностям «Физика» и «Прикладная математика» 


МОСКВА 
ФИЗМАТЛИТ 
2002 


УДК 5 
И 46 
ББК 22.16 


УЧЕБНИК УДОСТОЕН 
ГОСУДАРСТВЕННОЙ ПРЕМИИ СССР ЗА 1980 ГОД 


ИЛЬИН В. А., ПОЗНЯК Э. Г. Основы математического анализа: 
В 2-х ч. Часть П: Учеб.: Для вузов. — 4-е изд. — М.: ФИЗМАТЛИТ, 2002. — 
464 с. — (Курс высшей математики и математической физики). — ЗВМ 
5-9221-0131-5 (Вып. 2) 


Один из выпусков «Курса высшей математики и математической физики» 
под редакцией А.Н.Тихонова, В.А.Ильина, А.Г.Свешникова. Учебник создан на 
базе лекций, читавшихся авторами в течение ряда лет на физическом факуль- 
тете и факультете вычислительной математики и кибернетики Московского го- 
сударственного университета. Книга включает теорию функциональных последо- 
вательностей и рядов, кратных (в том числе несобственных), криволинейных и 
поверхностных интегралов, интегралов, зависящих от параметров, теорию рядов 
и интегралов Фурье. 

3-е издание — 1999 г. 

Для студентов высших учебных заведений, обучающихся по специальностям 
«Физика» и «Прикладная математика». 

Ил. 48. 


Учебное издание 


ИЛЬИН Владимир Александрович, 
ПОЗНЯК Эдуард Генрихович 


ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
Часть П 
Серия «Курс высшей математики и математической физики» 


Редактор Л.А. Миртова 
Оригинал-макет: В.В. Затекин 


ЛР №071930 от 06.07.99 
Подписано в печать 20.06.01. Формат 60х90/16. Бумага офсетная №1. 
Печать офсетная. Усл. печ. л. 29. Уч.-изд. л. 26,27. 
'Гираж 5000 экз. Заказ № 


«Физико-математическая литература» 
МАИК «Наука/Интерпериодика» 
117864 Москва, Профсоюзная ул., 90 


-9221-0131-5 
Отпечатано с готовых диапозитивов | 
в ФГУП «Ивановская областная типография» 


153008, г. Иваново, ул. Типографская, 6 9785922 101318 


ЭВМ 5 
Издательская фирма 


ТЪВМ 5-9221-0131-5 (Вын. 2) 
ТЪВМ 5-9221-0134-Х © ФИЗМАТЛИТ, 1999, 2001, 2002 


ОГЛАВЛЕНИЕ 


Предисловие к третьему изданию 
Предисловие к первому изданию . 


Глава 1. Функциональные последовательности и ряды .. 


$ 1. 


$2. 


$ 3. 


$ 4. 


$5. 


Равномерная сходимость .. (... 
1. Понятие функциональной последовательности и г функцио- 
нального ряда (13). 2. Сходимость функциональной последо- 
вательности в точке и на множестве (15). 3. Понятие рав- 
номерной сходимости на множестве (16). 4. Критерий Ко- 
ши (17). 5. Достаточные признаки равномерной сходимо- 
сти (19). 6. Почленный переход к пределу. Непрерывность 
суммы ряда и предельной функции последовательности (23). 
Почленное интегрирование и почленное дифференцирование 
функциональных последовательностей и рядов 

1. Почленное интегрирование (27). 2. Почленное дифферен- 
цирование (29). 3. Сходимость в среднем (34). 


Равностепенная непрерывность последовательности функций. 


Теорема  Арцела 

Степенные ряды уе: 
1. Степенной ряд и область его сходимости (41). 2. Непре- 
рывность суммы степенного ряда (45). 3. Почленное интег- 
рирование и почленное дифференцирование степенного ря- 

а (45). 

Разложение функций в степенные ряды уе. 
1. Разложение функции в степенной ряд (47). 2. Разложение 
некоторых элементарных функций в ряд Тейлора (48). 3. Эле- 
ментарные представления о функциях комплексной перемен- 
ной (50). 4. Равномерное приближение непрерывной функ- 
ции многочленами (теорема Вейерштрасса) (52). 


Глава2. Двойные и п-кратные интегралы .......... 


$1. 


еее 
© м 


$ 4. 
5. 


Определение и существование двойного интеграла, 

1. Определение двойного интеграла для прямоугольника (58). 

2. Существование двойного интеграла для прямоугольни- 
а (59). 3. Определение и существование двойного интеграла 

для произвольной области (61). 4. Определение двойного ин- 

теграла при помощи произвольных разбиений области (64) 


. Основные свойства двойного интеграла 
. Сведение двойного интеграла к повторному однократному 


1. Случай прямоугольника (69). 2. Случай произвольной обла- 
сти (71). 

Тройные и п-кратные интегралы .. 

Замена переменных в п-кратном интеграле 


Дополнение. О приближенном вычислении п-кратных интегралов 


11 
11 


13 
13 


27 


37 
41 


47 


57 
58 


68 
69 


ОГЛАВЛЕНИЕ 


1. Формулы численного интегрирования, оптимальные для 
классов функций (93). 2. О формулах численного интегриро- 
вания, оптимальных для каждой конкретной функции (95). 
3. Пример приближенного вычисления кратного интеграла (97). 


Глава3. Несобственные интегралы .„.......... 


$1. 


$2. 


<> <> 


Глав 


$ 1. 
$2. 


> 9 


Несобственные интегралы первого рода (одномерный случай) 
1. Понятие несобственного интеграла, первого рода (98). 2. Кри- 
терий Коши сходимости несобственного интеграла первого 
рода. Достаточные признаки сходимости (100). 3. Абсолют- 
ная и условная сходимость несобственных интегралов (102). 
4. Замена переменных под знаком несобственного интеграла, 
и формула интегрирования по частям (104). 

Несобственные интегралы второго рода (одномерный случай) 
1. Понятие несобственного интеграла второго рода. Критерий 
Коши (106). 2. Заключительные замечания (107). 

Главное значение несобственного интеграла, 

Кратные несобственные интегралы уе. 
1. Понятие кратных несобственных интегралов (110). 2. Не- 
собственные интегралы от неотрицательных функций (111). 
3. Несобственные интегралы от знакопеременных функ- 
ций (114). 4. Главное значение кратных несобственных ин- 
тегралов (117). 


а4. Криволинейные интегралы .. еее... 


Определения криволинейных интегралов и их физический 
смысл ООО 
Существование криволинейных интегралов и сведение их к 
определенным интегралам 


Глава. Поверхностные интегралы „ее... .. 


$ 1. 


$2. 


$ 3. 


Понятие поверхности еее ее не не 
1. Понятие поверхности (127). 2. Регулярная поверхность (128). 
3. Задание поверхности с помощью векторных функций (131). 
4. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Односто- 
ронние и двусторонние поверхности (133). 5. Вспомогатель- 
ные леммы (134). 

Площадь поверхности еее неее. 
1. Понятие площади поверхности (137). 2. Квадрируемость 
гладких поверхностей (138). 

Поверхностные интегралы уе нение 
1. Понятия поверхностных интегралов первого и второго ро- 
дов (142). 2. Существование поверхностных интегралов пер- 
вого и второго родов (143). 3. Поверхностные интегралы вто- 
рого рода, не зависящие от выбора декартовой системы ко- 
ординат (147). 


Главаб. Основные операции теории поля .......... 


$1. 


$2. 


Преобразования базисов и координат. Инварианты .. 
1. Взаимные базисы векторов. Ковариантные и контравари- 
антные координаты векторов (149). 2. Преобразования базиса 
и координат (152). 3. Инварианты линейного оператора. Ди- 
вергенция и ротор линейного оператора (153). 

Основные понятия и операции, связанные со скалярным и 
векторным полем 


98 
98 


106 


109 
110 


118 


118 


121 
127 
127 


137 


142 


149 
149 


156 


$ 3. 


Глав 


$1. 


$2. 


$ 3. 


$ 4. 


ОГЛАВЛЕНИЕ 
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щего от параметра. Понятие равномерной сходимости несоб- 
ственного интеграла, зависящего от параметра (282). 2. Свой- 
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сти несобственных интегралов, зависящих от параметра (285). 
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1. Область сходимости интегралов Эйлера (294). 2. Непрерыв- 
ность интегралов Эйлера (295). 3. Некоторые свойства функ- 
ции Г(р) (296). 4. Некоторые свойства функции В(р, 4) (298). 
5. Связь между эйлеровыми интегралами (299). 6. Вычисле- 
ние определенных интегралов с помощью эйлеровых интегра- 


лов (300). 


. Формула Стирлинга .. еее еее еее. 
. Кратные интегралы, зависящие от параметров ....... 


1. Собственные кратные интегралы, зависящие от парамет- 
ров (306). 2. Несобственные кратные интегралы, зависящие 
от параметров (307). 3. Приложение к теории ньютонова по- 
тенциала (309). 


а 10. Ряды и интеграл Фурье „.... ее... 


Понятие об ортонормированных системах и об общем ряде 
Фурье .. еее инея 
Замкнутые и полные ортонормированные системы ..... 
Замкнутость тригонометрической системы и следствия из нее 
1. Равномерное приближение непрерывной функции тригоно- 
метрическими многочленами (323). 2. Доказательство замк- 
нутости тригонометрической системы (326). 3. Следствия 
замкнутости тригонометрической системы (328). 

Простейшие условия равномерной сходимости и почленного 
дифференцирования тригонометрического ряда Фурье 

1. Вводные замечания (329). 2. Простейшие условия абсо- 
лютной и равномерной сходимости тригонометрического ря- 
да Фурье (331). 3. Простейшие условия почленного диффе- 
ренцирования тригонометрического ряда Фурье (333). 

Более точные условия равномерной сходимости и условия схо- 
димости в данной точке ... еее еее. 
1. Модуль непрерывности функции. Классы Гёльдера (335) 
2. Выражение для частичной суммы тригонометрического 
ряда Фурье (337). 3. Интегральный модуль непрерывности 
функции (339). 4. Принцип локализации (344). 5. Равномер- 
ная сходимость тригонометрического ряда Фурье для функ- 
ции из класса Гёльдера (346). 6. О сходимости тригономет- 
рического ряда Фурье кусочно-гёльдеровой функции (351). 
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ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРЕТЬЕМУ ИЗДАНИЮ 


Вторая часть «Основ математического анализа» была изда- 
на тиражом, меньшим, чем первая часть, и превратилась в еще 
большую библиографическую редкость. 

Несмотря на сравнительно неболышой объем, книга, полно- 
стью охватывает материал, входящий в программу второго го- 
да обучения студентов специальностей «физика» и «приклад- 
ная математика», и, кроме того, содержит легко отделяемые от 
основного материала главы, посвященные теории меры и инте- 
грала Лебега, теории гильбертовых пространств и входящие в 
программу так называемого «анализа-3» университетских кур- 
Сов. 

Книга, переиздается стереотипно с текста второго издания, 
учитывающего опыт чтения лекций не только на физическом 
факультете, но и на факультете вычислительной математики и 
кибернетики Московского государственного университета. 


Июнь 1998 г. В. А. Ильин 


ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ 


В основу этой книги положены лекции, читавшиеся авторами 
в течение ряда, лет в Московском государственном университете. 

Как и в первой части, авторы стремились к систематичности 
изложения и к выделению важнейших понятий и теорем. 

Кроме основного программного материала, книга содержит 
ряд дополнительных вопросов, играющих важную роль в раз- 
личных разделах современной математики и физики: теорию 
меры и интеграл Лебега, теорию гильбертовых пространств и 
линейных самосопряженных операторов в этих пространствах, 
вопросы регуляризации рядов Фурье, теорию дифференциаль- 
ных форм в евклидовых пространствах и др. Ряд разделов кур- 
са, изложен с большей общностью и при меньших, чем обычно, 
ограничениях. Сюда относятся, например, условия почленно- 
го дифференцирования и почленного интегрирования функци- 
ональных последовательностей и рядов, теорема, о замене пере- 
менных в кратном интеграле, формулы Грина и Стокса, необхо- 
димые условия интегрируемости ограниченной функции по Ри- 
ману и по Лебегу. 
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Как и в первой части, в книге рассмотрен ряд вопросов, свя- 
занных с вычислительной математикой. В первую очередь сюда 
относятся дополнение к главе 2 о приближенном вычислении 
кратных интегралов и специальное приложение о вычислении 
значений функции по приближенно заданным коэффициентам 
Фурье (метод регуляризации А. Н. Тихонова). 

Материал данной книги вместе с первой частью полностью 
охватывает университетский курс математического анализа. 

Отметим, что всюду в тексте при обращении к первой ча: 
сти мы называем ее «выпуском 1». Подчеркнем также, что при 
чтении этой книги глава 8 «Мера и интеграл Лебега», глава 11 
«Гильбертово пространство» и все дополнения могут быть опу- 
щены без ущерба для понимания остального текста книги. 

Авторы книги приносят глубокую благодарность А. Н. Тихо- 
нову и А. Г. Свешникову за множество ценных советов и глубо- 
ких замечаний, Ш. А. Алимову, труд которого над этой книгой 
вышел за рамки редактирования, Л. Д. Кудрявцеву и С. А. Ло- 
мову за большое количество ценных замечаний, ЦП. С. Моденову 
и Я. М. Жилейкину, предоставившим материалы по теории поля 
и приближенным методам вычисления кратных интегралов. 


Декабрь 1972 г. В. Ильин, Э. Позняк 


ГЛАВА 1 


ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
И РЯДЫ 


В этой главе будут изучены последовательности и ряды, 
членами которых являются не числа, а функции, определенные 
на некотором фиксированном множестве. Такие последователь- 
ности и ряды широко используются для представления и при- 
ближенного вычисления функций. 


$ 1. Равномерная сходимость 


1. Понятие функциональной последовательности и 
функционального ряда. Если фиксировано некоторое мно- 


жество {5} ") и если каждому числу п из натурального ряда 
чисел 1,2,...,П,... ставится в соответствие по определен- 
ному закону некоторая функция р» (т), заданная на множестве 
{т}, то множество занумерованных функций Н(х), №(т), ... 

., №(т),... мы и будем называть функциональной по- 
следовательностью. 

Отдельные функции ][»„(х) будем называть членами или 
элементами рассматриваемой последовательности, а множест- 
во {т} областью определения этой последовательности. 

Для обозначения функциональной последовательности бу- 
дем использовать символ (т). 

Формально написанную сумму 

со 


У и» (т) = 1 (1) + ч2(%) +... +щ(т) +... (1.1) 
п=1 
бесконечного числа членов функциональной последовательно- 
сти и„(1) будем называть функциональным рядом. 
Члены и„(х) этого ряда представляют собой функции, опре- 
деленные на некотором множестве {1}. 
Указанное множество {1} называется при этом областью 
определения функционального ряда (1.1). 


1) Под {х} можно понимать, в частности, как множество точек прямой, 
так и множество точек 5 = (51, 12,..., Тю) евклидова пространства Ё”. 
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Как и для случая числового ряда, сумму первых п членов 
ряда (1.1) называют п-й частичной суммой этого ряда. 

Подчеркнем, что изучение функциональных рядов совершен- 
но эквивалентяио изученио функциональных последовательнос- 
тей, ибо каждому функциональному ряду (1.1) однозначно со- 
ответствует функциональная последовательность 


91(5), 52(5), ..., 5® (5), ... (1.2) 
его частичных сумм и, наоборот, каждой функциональной по- 


следовательности (1.2) однозначно соответствует функциональ- 
ный ряд (1.1) с членами 


и1 (1) = 51(5), чп(2) = 5, (1) — 5и_1(5) при п22, 


для которого последовательность (1.2) является последователь- 
ностью частичных сумм. 
Приведем примеры функциональных последовательностей и 


рядов. 


(5) 12(х) Ти(х) 
1 1 1 


1х 1/2 1х 0 1/ю 1х 


Рис. 1.1 


Пример 1. Рассмотрим последовательность функций 
| №(х)}, каждая из которых определена на сегменте 0 < х<1и 
имеет вид 


1-пх при О <т<1/м, 


[1 (5) = (1.3) 


0 при 1/п<т<1. 
На рис. 1.1 изображены графики функций }(5), (т) и 


Пример 2. В качестве примера функционального ряда 
рассмотрим следующий ряд по степеням т: 


^ д* 12 ий 
У ЕЕ. ++... (1.4) 
К! 2! т 
К=1 
Заметим, что (п-1)-я частичная сумма ряда (1.4) отличается 
от разложения е” по формуле Маклорена только на величину 
остаточного члена Ви1(т). 
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2. Сходимость функциональной последовательности 
в точке и на множестве. Предположим, что функциональная 
последовательность (или ряд) определены на множестве {1} 
Фиксируем произвольную точку 10 из множества {1} и рассмо- 
трим все члены последовательности (или ряда) в точке 10. При 
этом получим числовую последовательность (или ряд). 

Если указанная числовая последовательность (или ряд) схо- 
дится, то говорят, что функциональная последовательность (или 
ряд) сходится в точке 20. 

Множество всех точек 50, в которых сходится данная функ- 
циональная последовательность (или ряд), называется обла- 


стью сходимости этой последовательности (или ряда). 

В различных конкретных случаях область сходимости может 
либо совпадать с областью определения, либо составлять часть 
области определения, либо вообще являться пустым множеством. 

Соответствующие примеры читатель найдет ниже. 

Предположим, что функциональная последовательность 
{м(х)} имеет в качестве области сходимости множество {1}. 
Совокупность пределов, взятых для всех значений т из множе- 
ства {т}, образует вполне определенную функцию /{(5), также 
заданную на множестве {т}. 

Эту функцию называют предельной функцией по- 
следовательности { №(5)}. 

Совершенно аналогично, если функциональный ряд (1.1) схо- 
дится на некотором множестве {т}, то на этом множестве 
определена функция 5(5), являющаяся К 
предельной функцией последовательно- 2) 
сти его частичных сумм и называемая 1 
суммой этого ряда. 

Последовательность (1.3) из рассмо- 
тренного выше примера 1 сходится на 
всем сегменте 0 < т<1. 

В самом деле, [„(0) = 1 для всех но- 
меров п, т. е. в точке х = 0 последова- 
тельность (1.3) сходится к единице. 0 1 х 

Если же фиксировать любое т из по- РИС 19 
лусегмента 0 < 5 < 1, то все (5х), начи- ис. =. 
ная с некоторого номера (зависящего, конечно, от 1), будут рав- 
ны нулю. Стало быть, в любой точке х полусегмента 0 < х<1 
последовательность (1.3) сходится к нулю. 

Итак, последовательность (1.3) сходится на всем сегменте 
0 <х < 1к предельной функции }(т), имеющей вид 

_ [1 при х=0, 
(г) = { О при 0<т<1. 
График этой предельной функции изображен на, рис. 1.2 
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Подчеркнем, что эта функция не является непрерывной на 
сегменте 0 < х<1 (она разрывна в точке 1 = 0). 


Обратимся теперь к функциональному ряду (1.4) из примера 2. 

Этот ряд сходится в любой точке 1 бесконечной прямой и его 
сумма равна е”. Доказательство можно найти в гл. 13 вып. 1 (см. 
пример 3 из н. 18 1тл. 13) №. 

3. Понятие равномерной сходимости на множестве. 
Предположим, что последовательность 


11(%), 12(т),..., №(х), ... (1.5) 


сходится на множестве {т} к предельной функции }(т). 
Определение 1. Будем говорить, что последовательность 
(1.5) сходится к функции {(%+) равномерно на множ-- 
стве {т}, если для ллюбого = > 0 можно указать такой но- 
мер М№ (=), что при п > М(Е) для всех х из множества {т} 


справедливо неравенство 2) 


1.2 — 1(%)| < =. (1.6) 


Замечание 1. В этом определении весьма существенно 
то, что номер № зависит только от & и не зависит от т. Таким 
образом, для любого = > 0 найдется универсальный номер М№(=), 
начиная с которого неравенство (1.6) справедливо сразу для всех 
т из множества {5}. 

Замечание 2. Из сходимости последовательности 
{№(х)} на множестве {х} вовсе не вытекает, равномерная сто- 
димость ее на этом множестве. Так, последовательность (1.3) 
из рассмотренного выше примера 1 сходится на всем сегменте 
[0, 1] (это установлено выше). 

Докажем, что эта последовательность не стодится равно- 
мерно на сегменте [0, 1]. Рассмотрим последовательность то- 
чек ти = 1/(2%) (п =1,2,...), принадлежащих сегменту [0, 1]. 
В каждой из этих точек (т. е. для каждого номера п) справел- 
ливы соотношения (ти) = 1/2, } (ти) = 0. Таким образом, для 


любого номера п 
|. (хь) — 1(%,)| — 1/2, 


т. е. при = < 1/2 неравенству (1.6) нельзя удовлетворить сразу 
для всех точек х из сегмента |0, 1] ни при каком номере п. 


1) Впрочем, это доказательство сразу вытекает из формулы Маклорена 
для е” и из того, что остаточный член в этой формуле стремится к нулю 
для всех д. 

2) Если под {5} понимать множество точек д = (11,..., Хт) пространства 
Е”, то мы получим определение равномерной сходимости последователь- 
ности №(т) = м(51, 12,..., Хю) функций т переменных. 


$1 РАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ 17 


Замечание 3. Отметим, что равномерная на множест- 
ве {7} сходимость функциональной последовательности { №(5)} 
к функции }(х) эквивалентна сходимости числовой последова- 
тельности {=„}, члены &„ которой представляют собой точные 
верхние грани функции | »(5) — }(т)| на множестве {15}. 

Замечание 4. Из определения 1 непосредственно выте- 
кает, что если последовательность {1 м(5)} равномерно сходится 
к }(т) на всем множестве {т}, то { №(5)} равномерно сходится 
к / (1) и на любой части множества {5}. 

Приведем теперь пример функциональной последовательно- 
сти, равномерно сходящейся на некотором множестве {5}. Рас- 
смотрим все ту же последовательность (1.3), но не на всем сег- 
менте [0, 1], а на сегменте [5, 1], где д — фиксированное число из 
интервала, 0 < д < 1. Для любого такого д найдется номер, начи- 
ная с которого все элементы (5) равны нулю на сегменте 05, 1]. 
Так как предельная функция } (т) также равна нулю на сегмен- 
те [9, 1|, то на всем этом сегменте неравенство (1.6) будет спра- 
ведливо для любого = > 0, начиная с указанного номера. Это 
доказывает равномерную сходимость последовательности (1.3) 
на сегменте [5, 1]. 

Определение 2. Функциональный ряд называется рав- 
номерно стодящимся на множестве {т} к с60- 
ей сумме 5(т), если последовательность 415,(1){ его частич- 
ных сумм сходится равномерно на множестве {т} к предель- 
ной функции 5(т). 

Докажите сами, что функциональный ряд (1.4) из рассмот- 
ренного выше примера 2 сходится к своей сумме е* равномерно 
на каждом сегменте —т < т < т, где г — любое фиксированное 
положительное число '). 

4. Критерий Коши. Справедливы следующие две основ- 
ные теоремы. 

Теорема 1.1. Для того чтобы функциональная последова- 
тельность 1 },(т)} равномерно на множестве 1х} сходилась 
к некоторой предельной функции, необходимо и достаточно, 
чтобы для любого Е > 0 нашелся номер №(=) такой, что 


|р--р(%) — №(1)| < Е (1.7) 


1) Для доказательства достаточно оценить остаточный член А„-1(х) в 


формуле Маклорена для функции е”. Этот остаточный член, представляю- 
щий собой разность е” и (п + Т)-й частичной суммы ряда (1.4), сразу для 
всех т из сегмента —т < т < г удовлетворяет неравенству 
рт 
Ви (5) < те” 
| | (в-+1)! 


(см. вып. 1, формулу (8.62)). 
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для всех п > М№(=), всех натуральных р (р =1,2,...} и всех х 
из множества {5}. 
Теорема 1.2. Для того чтобы функциональный ряд 


У ик(4) (1.8) 
1 


равномерно на множестве {х} стодился к некоторой сумме, 
необходимо и достаточно, чтобы для любого Е > 0 нашелся 
номер №(=) такой, что 

п--р 


У ик) 


К=п-1 


<Е (1.9) 


для всех п > М№(=), всех натуральных р и всех х из множест- 


ва т}. 
Теорема, 1.2 является следствием теоремы 1.1: достаточно зал 
метить, что в левой части неравенства (1.9) под знаком модуля 


стоит разность 5и-+р(1) — 5»(5) частичных сумм ряда (1.8). 
Доказательство теоремы 1.1. 1) Необходи- 

мость. Пусть последовательность { №(х)} сходится равномер- 

но на множестве {т} к некоторой предельной функции {(т). 


Фиксируем произвольное = > 0. Для положительного числа =/2 
найдется номер М такой, что для всех п > М и сразу для всех т 
из множества 11} 


1. (х) — Л(%)| < =/?2. (1.10) 


Если р — любое натуральное число, то для п > М и для всех т 
из множества {5} тем более справедливо неравенство 


|[и-р(т) — 1(%)| < =/2. (1.11) 


Поскольку модуль суммы не превосходит суммы модулей, то в 
силу (1.10) и (1.11) получим 


и-чр(т) — Ль(х)| = |[Рр(2) — 1(х)] + (5) — (2) < 
< Ль-+р(4) — Л(&)| + |7 (4) — Лыт)| <= 


(для всех п > М, всех натуральных р и всех 1 из множества {1 }). 
Необходимость доказана. 

2) Достаточность. Из неравенства (1.7) и из критерия 
Коши для числовой последовательности вытекает сходимость 
последовательности { »(1)} при любом фиксированном 5 из мно- 
жества {7} и существование предельной функции {(т). 

Так как неравенство (1.7) справедливо для любого натураль- 
ного р, то, осуществив в этом неравенстве предельный переход 
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при р —} со (см. вып. 1, теорему 3.13), получим, что для всех 
п > М и всех т из множества {5} справедливо неравенство 


В силу произвольности = > 0 достаточность доказана. 

5. Достаточные признаки равномерной сходимости. В 
зависимости от удобства будем формулировать признаки равно- 
мерной сходимости либо в терминах последовательностей, либо 
в терминах рядов !). 

Для формулировки первого признака введем новое понятие. 

Определение. Последовательность функций { №(х)} назы- 
вается равномерно ограниченной на множест- 
ве {1}, если существует такое вещественное число А, что 
для всех х из множества {1} и для всех номеров п справедливо 
неравенство |№(т)| < А. 


Теорема 1.3 (признак Диритле-Абеля). Пусть дан 
функциональный ряд 


У иь(2) 05 (2). 
К=1 


Этот ряд сходится равномерно на множестве {1}, если вы- 
полнены следующие два условия: 
1) последовательность чк(т) является невозрастающей на 


множестве {т} и равномерно на этом множестве сходится к 
нулю; 


со 
2) ряд >` ик(т) имеет равномерно ограниченную на множе- 
К=1 


стве {т} последовательность частичных сумм. 
Доказательство почти текстуально совпадает с доказатель- 
ством соответствующего признака, сходимости числовых рядов 
(см. вып. 1, гл. 13, 8 5, п. 2). Мы предлагаем читателю провести 
его самому. 
Пример 1. В качестве примера изучим вопрос о равно- 
мерной сходимости ряда 


о . 
у` Ат. (1.12) 


[о 
К=1 


Так как последовательность 11/} (для всех 5) не возрастает 
и равномерно стремится к нулю, то в силу признака Дирихле- 
Абеля ряд (1.12) равномерно сходится на любом множестве, на 


В силу сказанного в п. 1 обе эти формулировки эквивалентны. 
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котором ряд 
со 
У зшАх (1.13) 
К=1 


обладает равномерно ограниченной последовательностью час- 
тичных сумм. Вычислим и оценим п-ю частичную сумму 5п(х) 


ряда (1.13). 
уммируя тождество 


251 > - зшАх = соз(# — 5) — соз(# + 5) 
по всем К от 1 до п, получим 
2зт-. 5, (1) = с08 = — соз (п + =. 
2 2 2 
Отсюда 
т 1 
с08 > — соз (п + 5) 
(т) = 


29 ы 
2 


Стало быть, для всех номеров п справедливо неравенство 


15, (2) < — (1.14) 
зт(т/2) 

Из неравенства (1.14) очевидно, что последовательность {5,(7)} 
частичных сумм ряда (1.13) равномерно ограничена, на любом 
фиксированном сегменте, не содержащем точек тт = 2^т (т = 
= 0, +1, +2, ...), ибо на любом таком сегменте | зщ(5/2)| имеет 
положительную точную нижнюю грань. 

Итак, мы доказали, что ряд (1.12) сходится равномерно на 
любом сегменте, не содержащем точек ти = 2лт, где т = 
= 0, +1, +2, ... 

Теорема 1.4 (признак Вейериитрасса). Если функцио- 
нальный ряд 


У. ик (т) (1.15) 
К=1 


определен на множестве {|5} и если существует сходящийся 


©.®) 

числовой ряд >` ск такой, что для всех х из множества 11} и 
К=1 

для любого номера К справедливо неравенство 


шк (2)| < с, (1.16) 


то функциональный ряд (1.15) сходится равномерно на множе- 
стве {т}. 
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Краткая формулировка: функциональный ряд сто- 
дится равномерно на данном множестве, если его можно мажо- 
рировать на этом множестве сходящимся числовым рядом. 


Доказательство. Согласно критерию Коши для число- 
со 


вого ряда »` ск, для любого = > 0 найдется номер М№(=) такой, 
К=1 
что для всех п > М№(=) и для любого натурального р справедливо 


неравенство 
п-Ер 


У. Ср < Е. (1.17) 
К=п-1 


Из неравенств (1.16) и (1.17) и из того, что модуль суммы не 
превосходит суммы модулей, получим 


(для всех п 2 М№(=), всех натуральных р и всех х из множест- 
ва {т}). 
Согласно критерию Коши функциональный ряд (1.15) схо- 
дится равномерно на множестве {х}. Теорема доказана. 
Пример 2. Ряд 


©.® 


у` зш Ах де б>0, 


{1+5 
К=1 
сходится равномерно на всей бесконечной прямой, ибо на всей 
прямой 


1 


зш Ах 
1+5 


1 
1-6 


©.®) 
а числовой ряд У. при д > 0 сходится (см. выш. 1, гл. 13). 
К=1 

Замечание 1. Признак Вейериитрасса не является необ- 
ходимым. 

В самом деле, выше установлено, что ряд (1.12) сходится рав- 
номерно на любом сегменте, не содержащем точек хш = 2лт 
(т = 0, 1, 2, ...). В частности, ряд (1.12) сходится равно- 
мерно на сегменте [п/2,3п/2]. Однако на указанном сегменте 


| 11 т 
модуль К-го члена ряда (1.12) —, Имеет точную верхнюю 


©.® 
грань, равную :. т.е. мажорирующий числовой ряд У. , пред- 


К=1 
ставляет собой заведомо расходящийся гармонический ряд. 
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Теорема 1.5 (признак Дини Г) ). Пусть последователь- 
ность 1 (т) не убывает (или не возрастает) в каждой точ- 
ке сегмента |а, 6] и стодится на этом сегменте к предельной 
функиии }(х). Тогда, если все элементы. последовательности 
(5) и предельная функция 1(х) непрерывны на сегменте |[а, 6], 
то сходимость последовательности 1 (т)? является равно- 


мерной на сегменте |а, 6]. 
Доказательство. Ради определенности предположим, 
что последовательность {1}»(71)} не убывает на сегменте [а, 6] 


(случай невозрастающей последовательности сводится к этому 
случаю помножением всех элементов последовательности на —1). 


Положим 
тв(т) = 7(2) — (2). 


Последовательность 7» (х)} обладает следующими свойствами: 
1) все т„(5) неотрицательны и непрерывны на сегменте |а, 6]; 
2) {т„(х)} является невозрастающей на сегменте |а, 6]; 

3) в каждой точке х сегмента [а,6|] существует предел 


Ш 7»(5х) = 0. 
Иж ®,®) 


Требуется доказать, что последовательность {7 (5)} сходит- 


ся к нулю равномерно на сегменте |[а, 6]. Достаточно доказать, 
что для любого = > 0 найдется хоть один номер п такой, что 
`,(т) < = сразу для всех х из [а, 6] (тогда в силу невозраста- 


ния {т»(т)} неравенство т„(1) < = будет справедливо и для всех 


последующих номеров). 
Предположим, что для некоторого = > 0 не найдется ни одно- 
го номера % такого, что г„(1) < Е сразу для всех х из [а, 6]. Тогда 


для любого номера п найдется точка хи, из |а, 6] такая, что 
`и(Тп) 2 Е. (1.18) 


Из последовательности 157,\ в силу теоремы Больцано-Вейер- 
у) 

штрасса можно выделить подпоследовательность {7и, }, сходя- 

шуюся к некоторой точке хо сегмента, |а, 6] (см. вып. 1, гл. 3, 8 4). 


Все функции тт(т) (при любом номере т) непрерывны в 
точке тд. Стало быть, для любого номера т 


№1 Гш(Ти,) = Ги (то). (1.19) 
К—со 


С другой стороны, выбрав для любого фиксированного номе- 
ра т превосходящий его номер пк, мы получим (в силу невоз- 


растания последовательности) 
Тт (т, ) > тк (ти, ). 


1) Улисс Дини— итальянский математик (1845— 1918). 
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Сопоставляя последнее неравенство с (1.18), будем иметь 
`т(Хти,) 2 Е (1.20) 
(для любого фиксированного т и превосходящего его номе- 
ра п»). Наконец, из сопоставления (1.19) и (1.20) получим 


‘т (10) 2 Е 
(для любого номера т). 

Последнее неравенство противоречит сходимости последова- 
тельности {7.(5)} к нулю в точке 10. Полученное противоречие 
доказывает теорему. 

Замечание 2. В теореме Дини существенно условие м о- 
нотонности последовательности { №(5)} на сегменте |а, 6], 


ибо немонотонная на [а, 6] последовательность непрерывных на 
этом сегменте функций может сходиться в каждой точке сег- 
мента, [а, 6] к непрерывной на этом сегменте функции }(5), но 
не сходиться к ней равномерно на, (а, 6]. 

Примером может служить последовательность функций (т), 
равных зш пл при 0 < х<л/п и равных нулю при п/п < х<л 
(п =1,2....). Эта последовательность сходится к }(1) = Ов 
каждой точке [0, л|, но не сходится равномерно на [0, л|, ибо 
|1%(х») — }(хп)| = 1 при х„ = л/(21) для всех номеров п. 

Замечание 3. Сформулируем теорему Дини в терминах 
рядов: если все члены ряда непрерывны и неотрицательны на 
сегменте [а, В] и сумма этого ряда также непрерывна на сег- 


менте [а, |], то указанный ряд стодится к своей сумме равно- 
мерно на сегменте |[а, 6]. 


Замечание 4. Теорема Дини и ее доказательство сохраняют силу, 
если в этой теореме вместо сегмента [а, 6] взять любое ограниченное замкну- 


тое множество {5}. Такое множество принято называть компактным. 


Пример 1. Последовательность 112”} сходится к нулю 


1 
равномерно на сегменте о. - |. 


1 
В самом деле, 1) для любого х из о. > эта последователь- 
ность сходится к нулю; 2) все функции 1" и предельная функ- 


1 
ция нуль непрерывны на о. -|} 3) последовательность {1”"} не 


1 
возрастает на сегменте о. - |. 


Все условия теоремы Дини выполнены. 

6. Почленный переход к пределу. Непрерывность 
суммы ряда и предельной функции последовательности. 
Рассмотрим произвольную точку а бесконечной прямой, и пусть 
{т} — произвольное множество, быть может, и не содержащее 
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точку а, но обладающее тем свойством, что в любой =-окрестно- 
сти точки а содержатся точки этого множества |). 
Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 1.6. Пусть функциональный ряд 


У `иь(2) (1.15) 
&=1 


сходится равномерно на множестве {т} к сумме 5(х). Пусть 
далее у всех членов этого ряда существует в точке а пределъ- 
ное значение 

та ик(5) = 6%. 

х—>а 


Тогда и функция 5х} имеет в точке а предельное значение, 
причем 


Ш 5(2) = У. Ш 4 (2) = Ув. (1.21) 
К=1 К=1 


т. е. символ предела (Ша) и символ суммирования (>) можно 
переставлять местами (или, как говорят, к пределу можно 
переходить почленно). 


Доказательство. Прежде всего докажем, что число- 
со 


вой ряд ›»` бк сходится. В силу критерия Коши, примененного 
К=1 
к функциональному ряду (1.15), для любого = > 0 найдется но- 
мер №(=) такой, что 
Чи--1(2) + чп-+2(%) + +: + чи-+р(1)| < & (1.22) 
для всех п > М№(2), всех натуральных р и всех х из множест- 
ва {т}. 
Переходя в неравенстве (1.22) к пределу х а °), получим 


(для всех п > М№(=) и всех натуральных р). 


©.®) 
Стало быть, для числового ряда »` 6» выполнен критерий 


К=1 
Коши и этот ряд сходится. 
©.®) 
Оценим теперь разность 5(5) — »` бк для значений т из ма- 
К=1 
©.®) 
лой окрестности точки а. Так как 5(х) = ›>` ик(х) для всех 
К=1 


1) Иными словами, точка а является предельной точкой {т}. 


2) Такой предельный переход можно осуществить по какой-либо последо- 
вательности точек {тт }, сходящейся к а. 
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точек множества, {т}, то для любого номера п справедливо тож- 
дество 


5(х)— Ув, = У — У» + У. ик (т) — У. б,. 
К=1 К=1 К=1 К=п-1 К=п-1 


Из этого тождества для всех т из {т} получаем неравенство 


со п п со со 
5®-ь < У ик (2) У +! У, мк +| УСЫ. 
К=1 &=1 &=1 К=п-1 К=п-1 
(1.23) 
со 
Фиксируем произвольное = > 0. Так как ряд »` бк сходит- 
К=1 


ся, а ряд (1.15) сходится равномерно на множестве {5}, то для 
фиксированного нами = найдется номер 1% такой, что для всех 
точек 1 из множества {1} 


со со 

= = 
У. 6. < 3} У. ик (т) < 3. (1.24) 
К=п-1 К=п-1 


Поскольку предел конечной суммы равен сумме пределов сла- 
гаемых, то для фиксированного нами # > 0 и выбранного номе- 
ра п можно указать д > 0 такое, что 


п 


У чь(2) — У 
= 


К=1 


< (1.25) 


ы 
3 


для всех точек х множества {5}, удовлетворяющих условию 
О<;-а < 9. 
Вставляя (1.24) и (1.25) в правую часть (1.23), мы оконча- 


тельно получим, что 
© 
К=1 


для точек х множества {1х}, удовлетворяющих условию 0 < 
< т-а |< 9. Тем самым доказано, что функция 5(т) имеет 
в точке х = а предельное значение и справедливо равенство 
(1.21). Теорема доказана. 

Сформулируем теорему 1.6 в терминах функциональных по- 
следовательностей. 

Если функциональная последовательность {1 и(х)} сходит- 
ся равномерно на множестве {т} к предельной функции }{(т) и 


<= 
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если все элементы этой последовательности имеют в точке а 
предельное значение, то и предельная функция (т) имеет в 
точке а предельное значение, причем 


п (5) = Бо ( Пя /» (2) = ПШ (о 12}, 
х—?а х—?2а \п->?со п—>›со \т-—?а 
т. е. символ Шт предела последовательности и символ Шт 
п—>со х—?а 


предельного значения функиии можно переставлять местами 
(или, как говорят, к пределу при х —} а можно переходить 


почленно). 

Замечание к теореме 1.6. Если в условиях теоремы 1.6 
дополнительно потребовать, чтобы точка а принадлежала мно- 
жеству {т} и чтобы все члены ир(х) ряда (1.15) были непре- 


рывны в точке а (или соответственно непрерывны в этой точке 
справа или слева), то и сумма 5(5) ряда (1.15) будет непрерыв- 
на в точке а (или соответственно непрерывна в точке а справа 
или слева). 


В самом деле, в этом случае 6» = ик(а) и равенство (1.21) 
принимает вид 


1 (2) = У) иь(а) = 5(@). 
К=1 


что и означает непрерывность функции 5(5) в точке а (или, если 
стремление 5 к а одностороннее, то непрерывность 5(5) в этой 
точке соответственно справа или слева). 

Применяя указанное замечание к каждой точке некоторого 
сегмента [а, 6], мы придем к следующей основной теореме. 

Теорема 1.7. Если все члены функционального ряда (функ- 
циональной последовательности) непрерывны на сегменте [а, 6 
и если указанный ряд (указанная последовательность) стодит- 
ся равномерно на сегменте |а, 6] ‚ то и сумма этого ряда (пре- 
дельная функция этой последовательности) непрерывна на сег- 
менте [а, 6]. 

Замечания к теореме 1.7. 1) В теореме 1.7 вместо 
сегмента |а, 6] можно взять интервал, полусегмент, полупря- 
мую, бесконечную прямую и вообще любое плотное в себе мно- 
жество {т}. 2) В теореме 1.7 существенно требование равно- 
мерной сходимости, ибо неравномерно сходящаяся после- 
довательность непрерывных функций может сходиться к раз- 
рывной функции (см. пример (1) из пп. 1-3 настоящего параг- 
рафа). 

Заключительное замечание. Все теоремы этого па- 
раграфа, справедливы для последовательностей функций, задан- 
ных на множестве {1} пространства Ё”. 
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$ 2. Почленное интегрирование и почленное 
дифференцирование функциональных 
последовательностей и рядов 


1. Почленное интегрирование. Имеет место следующая 
основная теорема. 

Теорема 1.8. Если функциональная последовательность 
{№ (х)} сходится к предельной функиии {1(т) равномерно на сег- 
менте [а, 6] и если каждая функция м(х) интегрируема на сег- 
менте [а, 6], то и предельная функция 1(х) интегрируема на 
сегменте [а, 6] , причем указанную последовательность можно 
интегрировать на сегменте |[а, 6] почленно, т. е. предел 


ла Гл 


Ь 
существует и равен Г Т(х ах 


а, 

Доказательство. Фиксируем произвольное & >> 0. В силу 
равномерной сходимости последовательности {1 }„(х)}к }(х) для 
фиксированного = > 0 найдется номер М№(=) такой, что при всех 
п > М№(Е) и при всех 5 из сегмента [а, В] справедливо неравенство 


1. (%) — Л(ж)| < (1.26) 


26 —а). 
Если будет доказано, что предельная функция }(т) интегриру- 


ема на сегменте [а, |, то, используя известные оценки интегра- 
лов Г) и неравенство (1.26), мы получим 


Ь 


Ь 
Г Лт) ах — | (т) ат 


а, 


р 
= Л» (2)] ах| < 
о . = о = 
< (о) = Га ае < о Гане <е 


(для всех п > №(Е)). 


1) Имеются в виду следующие оценки интегралов, установленные в $ 6 
гл. 10 вып. 1: 1) если функция ЕР(т) интегрируема на сегменте [а, 6], то 


ь ь 

Гра) аз| < Ее): 

2) если }(т) и 2(т) обе интегрируемы на [а, 6] и всюду на этом сегменте 
ь ь 


1 (2) < 5(т), то ] 1(т) 4 < ] в(т) аз 


и функция |ЁР(т)| интегрируема на [а, 6], причем 
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р 
Тем самым будет доказано, что предел ша | [»(5) 4х суще- 
оо 
а 


Ь 
ствует и равен | }(5)4т, и нам остается доказать интегрируе- 


а, 
мость функции }(1) на сегменте [а, 6]. 

Подвергнув сегмент [а, 6] разбиению при помощи произ- 
вольных точек а = 10 < 11 <... < дп = в на т частич- 
ных сегментов [ть_1, Жк| (К = 1,2,..., т), договоримся обоз- 
начать символом @ж(}) (соответственно иж(])) колебание 
на К-м частичном сегменте [1,_1, тк| функции }(т) (соответст- 


венно /№(2)) ). 
Убедимся в том, что для любого = > 0 и любого К = 


= 1, 2,..., Т найдется достаточно большой номер п, для ко- 
торого справедливо неравенство 
& 
ож (Л) < “к (№) + =. (1.27) 
26 —а) 


В самом деле, каковы бы ни были 5’ и т" из сегмента [хь_1, тк], 
справедливо неравенство 


(2) — 1(т’)| < |4 (2) — лв + г) = ВИ) + 
+112") — Ла". (1.28) 
В силу равномерной сходимости {1 »(х)} к }(т) для любого 
5 > 0 найдется номер п такой, что для всех х из [а, 6] будет спра- 
ведливо неравенство (1.26). Таким образом, для этого номера п 


а) — Рыб Шы@") = Ра") < 8 


и, стало быть, в силу (1.28) 
/ Ш И & 
(2) — Л(х | < |1 (2) - Ли + а" 
Из последнего неравенства и из произвольности точек т’ и 1" 
сразу же вытекает справедливость для выбранного номера п 
неравенства (1.27). 

Обозначим теперь для взятого нами произвольного разбие- 
ния сегмента, [а, 6] символами 5 и $ верхнюю и нижнюю суммы 
функции } (1), а символами 5 и зи верхнюю и нижнюю суммы 
функции (т). 

Умножая неравенство (1.27) на длину К-го частичного сег- 


мента Ахть и после этого суммируя его по всем А =1,2,..., т, 
мы получим неравенство 
95-335 — 3-Е. (1.29) 


1) Напомним, что колебанием нкции на данном сегменте называ- 
) ® ® У ® ® ® 

ется разность между точной верхней и точной нижней гранями этой функ- 

ции на данном сегменте. 
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Неравенство (1.29) установлено нами для произвольного раз- 
биения сегмента |а, 6]. В силу интегрируемости функции (т) 
на сегменте |[а, В] найдется разбиение этого сегмента, для кото- 
рого 5, —3п <Е !) и, стало быть, на основании (1.29) 9—3 < 9. 

Так как = — произвольное положительное число, то послед- 
нее неравенство доказывает интегрируемость }(х) на сегменте 
[а, 6] 2). Теорема, доказана. 

Сформулируем теорему 1.8 в терминах функциональных ря- 
дов: 

Если функциональный ряд (1.15) сходится к своей сумме 
5(х) равномерно на сегменте |[а, 6] и если каждый член этого 
ряда ик(х) представляет собой функцию, интегрируемую на 
сегменте |а, 6], то и сумма 5(х) интегрируема на сегменте 
[а, 6], причем указанный ряд можно интегрировать на сегмен- 
те |а, 6] почленно, т. е. ряд 


ОБЬ 
У. [ мк (2) ах 
К=19 
Ь 
стодится и имеет, своей суммой | 5(х) ат. 
а, 

Замечание. В учебниках по математическому анализу те- 
орема, 1.8, как правило, доказывается при более жестком предпо- 
ложении о том, что каждая функция |» (5х) не только интегрируе- 
ма, но и непрерывна на, сегменте [а, ®]. При этом дополнитель- 
ном предположении приведенное выше доказательство упроща- 
ется, ибо для доказательства интегрируемости предельной функ- 
ции (1) на сегменте |а, 6] достаточно сослаться на теорему 1.7. 

2. Почленное дифференцирование. Докажем следую- 
щую основную теорему. 

Теорема 1.9. Пусть каждая функция (т) имеет на сег- 


менте [а, 8] производную |! (т) 3), причем последовательность 
производных {1 р (х)} сходится равномерно на сегменте |а, 68] , 


1) В силу теоремы 10.1 из гл. 10 вып. 1. 


2) В силу теоремы 10.1 из вып. 1 существование для произвольного = > 0 
разбиения сегмента, для которого 5—3 < 2= является необходимым и достал 
точным условием интегрируемости всякой ограниченной на данном 
сегменте функции. Ограниченность }{(х) на сегменте [а, 6] сразу вытекает 


из неравенства (1.26) и из ограниченности интегрируемой на сегменте [а, 6] 
функции }»(т). 

3) Под термином «функция /(х) имеет производную на сегменте [а, 6] 
здесь и ниже подразумевается существование производной }’(т) в любой 
внутренней точке [а, 6], правой производной }’(а + 0) в точке а и левой 
производной }'(Ь — 0) в точке 6. 
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а сама последовательность {1 м(х)} сходится хотя бы в одной 
точке то сегмента [а, В]. Тогда последовательность 1 }.(т)} 
сходится к некоторой предельной функции 1(т) равномерно на 
всем сегменте |[а, В], причем эту последовательность можно 
дифферениировать на сегменте [а, 8] почленно, т. е. всюду 
на сегменте [а, в] предельная функция (т) имеет производную 
1'(<), являющуюся предельной функцией последовательности 
(2) 

Доказательство. Сначала докажем, что последователъ- 
ность 1 (т) сходится равномерно на сегменте [а, 6]. Из схо- 
димости числовой последовательности 1» (10)} и из равномер- 
ной на [а, 6] сходимости {1 [№ (т)} заключаем, что для произволь- 
ного = > 0 найдется номер М№(=) такой, что 


ор(о) — Ро] <, |ьр(т) — №8 < Бо (130) 


для всех п < №(=) всех натуральных р и (это относится ко вто- 
рому неравенству (1.30)) всех х из [а, 6]. 

Пусть 5 — произвольная точка сегмента [а, 6]. Для функ- 
ции | №+р(#) — № (1) при любых фиксированных п и р выполнены 
на сегменте |509, Х| все условия теоремы Лагранжа (см. теорему 
8.12 из вып. 1). По этой теореме между х и тд найдется точка & 
такая, что 


[и-р(2) — 1. (5)] — [ьчр( о) — Ль(20)] = [р(в)— №. (8) (2 — 0). 


Из последнего равенства и из неравенств (1.30) с учетом того, 
что |1 — 10| <6- а, получим, что 


о-р(т) — и(т)| < & 


(для любого т из [а, |, любого п 2 М№(Е) и любого натураль- 
ного р). 

Но это и означает, что последовательность {1 },(5)} равно- 
мерно на сегменте |[а, 6] сходится к некоторой предельной функ- 
ции /(т) '). 

Остается доказалъ, чтов любой точке то сегмента [а, 6 


предельная функция (1) имеет производную и что эта произ- 
водная является предельной функцией последовательно- 
сти {},(1)}. 

Фиксируем на, сегменте |[а, 6] произвольную точку 50 
и по ней положительное число д такое, чтобы д-окрестность точ- 
ки 10 целиком содержалась в [а, 6] (в случае, если хо является 


В силу критерия Коши, т. е. теоремы 1.1. 
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граничной точкой сегмента [а, 6] под д-окрестностью точки 10 
мы будем подразумевать правую полуокрестность [а, а 9) точ- 
ки а или соответственно левую полуокрестность (6 — д, 6] точки 6). 
Обозначим символом {Ат} множество всех чисел Ах, удов- 
летворяющих условию 0 < [Ах < д при а < 10 < 6, условию 
0 < Ах < д при т =аи условию —9 < Дх < 0 при 10 =ВБи 
докажем, что последовательность функций аргумента, Ах 


_ (50 + Ат) — ь (хо) 


сходится равномерно на указанном множестве {Ах}. 
Для произвольного = > 0 в силу равномерной сходимости 
11, (1)} найдется номер М№(=Е) такой, что 


|о-++р(2) — 1. (1) < в (1.31) 


для всех 1х из [а, 6], всех п > М№(Е=) и всех натуральных р. 
Заметив это, фиксируем произвольное Ах из множества {Дл} 
и применим к функции [ и-+р(#) — № (1)] (при любых фиксирован- 
ных Пи р) на сегменте |50, хо - Ах| теорему Лагранжа. По этой 
теореме найдется число 9 из интервала 0 < 9 < 1 такое, что 


Фп-+р(Ат) — ф,(Дх) = 
ОУт-ь(то + Аг) — Лито + Ат)] — /пчьр(то) — № (фо)] _ 
Ат 
— Т.+р(2о + 9х) — Ё (хо + 9Ат). 


Из последнего равенства и из неравенства (1.31), справедли- 
вого для всех точек 1 сегмента [а, 6], получим, что 


2п-+р(А5) — ф,(Дх)| < 


для любого Ах из {Ат}, любого п 2 М№(=Е) и любого натураль- 
ного р. Таким образом, последовательность [р„(Ах)} сходится 


равномерно на множестве {Ах} (в силу критерия Копи). Но это 
позволяет применить к указанной последовательности в точке 
Дт = 0 теорему 1.6 о почленном предельном переходе. Соглас- 


но теореме 1.6 ') функция 


1(то + Дх) — } (то) 
Ат 


являющаяся предельной функцией последовательности {ф„(Дх)}, 


1) Используется формулировка теоремы 1.6 в терминах функциональных 
последовательностей. 
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имеет при Ах -} 0 предельное значение, причем 
7(то + Дх) — 110) _ 


пуп 

Ат-—0 Ах 
| | Аз) = В | в Аз) = 
т 


— Пт | |170 аи ь) = Ши (50). 


Ах-—0 Ат п—;со 


Это и доказывает, что производная функции }(1) в точке 10 
существует и равна Ши }/ (5). Теорема доказана. 
п—?со 


Приведем формулировку теоремы 1.9 в терминах функцио- 
нальных рядов. 
Если каждая функция ик(т) имеет производную на сегмен- 


со 
те [а, 6] и если ряд из производных >` и,(т) сходится равно- 


К=1 
со 
мерно на сегменте [а, 6], а сам ряд >»` ик(х) сходится хотя 
К=1 
со 
бы в одной точке сегмента |[а, |, то ряд >` ик(х) сходится 
К=1 


равномерно на всем сегменте [а, | к некоторой сумме 5(т), 

причем этот, ряд можно дифференцировать на сегменте [а, 6 

почленно, т. е. его сумма 9(х) имеет на сегменте |[а, 6] 
со 

производную, являющуюся суммой ряда из производных У} и, (т). 
К=1 

Замечание 1. Подчеркнем, что в теореме 1.9 предпола- 
гается лишь существование на сегменте [а, 6] производной у каж- 
дой функции (5х). Ни ограниченность, ни тем более интегри- 
руемость или непрерывность этой производной не требуется. 
Обычно в курсах математического анализа теорема 1.9 дока- 
зывается при дополнительном предположении о непрерывности 
каждой производной |, (т) на сегменте (а, 6]. 

Замечание 2. Если в теореме 1.9 дополнительно потребо- 
вать непрерывности на сегменте [а, 6] каждой производной }/ (т), 
то в силу теоремы 1.7 производная предельной функции ] (1) бу- 
дет также непрерывна на, сегменте |“, 6]. 

Замечание 3. Для случая функций т переменных тео- 
рема 1.9 принимает следующий вид: если каждая функция 


м(х) = №(51,..., Хю) имеет на ограниченном множестве {1} 
д 
точек Ё” частную производную ый и если последовательность 
ть 


д 
{5 сходится равномерно на {5х}, а сама последовательность 
ть 
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{(х)} сходится в каждой точке множества {1}, то последова- 
тельность {1 [^(5)} можно дифференцировать по переменной ть 
на множестве {1} почленно. 

Из теоремы 1.9 вытекает следующее утверждение. 

Теорема 1.10. Если каждая функция №(т) имеет перво- 
образную на сегменте |[а, в] и если последовательность {1 (т) 
сходится равномерно на сегменте |а, 6] к предельной функции 
1(т), то и предельная функция (т) имеет первообразную на 
сегменте |[а, 8]. Более того, если хо — любая точка |[а, 6] ‚ то 
последовательность первообразных Ф„(х) функций р,(т), удо- 
влетворяющих условию Ф„(то) = 0, сходится равномерно на 
сегменте [а, В] к первообразной Ф(х) предельной функции 1 (5), 
удовлетворяющей условию Ф(т0) = 0. 


Доказательство. Достаточно заметить, что для по- 
следовательности первообразных Ф„(т), удовлетворяющих усло- 
вию Ф„(т0) = 0 выполнены все условия теоремы 1.9. Это обес- 
печивает равномерную на |а, 6] сходимость последовательности 
{Ф„(т)} к предельной функции Ф(т), у которой в каждой точке 
[а, 6] существует производная, равная предельной функции } (5) 
последовательности {1 [^(5)}. 

Замечание 4. Подчеркнем, что в теореме 1.10 не тре- 
буется ни ограниченности, ни тем более интегрируемости функ- 
ций ]п(т) на, сегменте [а, 6]. 

Материал последних трех пунктов позволяет сделать следую- 
щий важный вывод: равномерная сходимость не выводит 
из класса функций, имеющих предельное значение (теорема 1.6) 


из класса непрерывных функций (теорема 1.7), из класса интег- 
рируемых функций (теорема 1.8), из класса функций, имеющих 
первообразную (теорема 1.10) и (в случае равномерной стодимо- 
сти производных) из класса дифференцируемых функций (тео- 
рема 1.9). 


В заключение этого пункта приведем основанный на теореме 1.9 пример 
функции {(т), производная (т) которой существует всюду на сегменте 
[0, 1], но является разрывной в каждой рациональной точке этого сегмента. 

Пусть 

1 
_ ) 4с03- при #=#0, 
р(=т) = х 
0 при т=0, 


так что функция 


„1 1 
Л _ ) ш-+11-с08- при #0, 
ф (1) = х 
0 при т=0 
является разрывной при х = 0 и непрерывной во всех остальных точках. 
Занумеруем все рациональные точки сегмента, [0, 1] в последовательность 


11, 22,.... Жк,... (возможность этого доказана в п. 3 $ 4 гл. 3 вып. 1) и 


2 В.А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 
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1 / 1 / 
положим ик(т) = 15 (2 —тк). Тогда каждая производная и’ (х) = $ (— 
— тк) разрывна в одной точке ть и непрерывна во всех остальных точках. 
Так как для всех х из сегмента [0, 1] 


2 
— 1 Т-+ 2х — 
И СР, (< Ре < 8 


ПА < И 


со со 

то оба ряда >` ик(т) и >` и, (5) мажорируются сходящимся числовым ря- 
о 1 

дом 3. >, —- и потому сходятся на сегменте [0, 1] равномерно. По теореме 
к— 


А” 


1.9 сумма }(х) ряда >`и’к(т) имеет на сегменте [0, 1] производную } (т), 
1 


равную сумме ряда >`и,(т) и имеющую разрыв в каждой точке хь (Ё = 
р 
=1,2,...). 

3. Сходимость в среднем. Предположим, что каждая 
функция (т) (п =1,2,...), а также функция }(т) интегри- 
руемы на сегменте [а, В]. Тогда (как известно из гл. 10 вып. 1) и 
функция 


[1. (=) — 1(в)Г = (в) + (а) — 21 (2) (2) 


также является интегрируемой на сегменте |а, 6]. 
Введем фундаментальное понятие сходимости в среднем. 
Определение 1. Говорят, что последовательность 1 и(х)} 
стодится в среднем к функции }(х) на сегменте [а, 6 


если 
Ь 


На |[/»(2) — (2)? ах = 0. 


п—>со а 


Определение 2. Говорят, что функциональный ряд сто- 
дится в среднем к функции 5(т) на сегменте |[а, 6], если 
последовательность частичных сумм. этого ряда сходится в 
среднем к 5(т) на этом сегменте. 

Замечание. Из этих определений вытекает, что если по- 
следовательность (или ряд) сходится в среднем к {(5) на всем 
сегменте |[а, 6], то эта последовательность (или ряд) сходится в 
среднем к } (5) и на любом сегменте [с, 4], содержащемся в |[а, 6]. 

Выясним вопрос о связи между сходимостью в среднем и 
равномерной сходимостью последовательности. 

Докажем сначала, что если последовательность { м(х)} схо- 
дится к функиии } (т) равномерно на сегменте |[а, В], то { (т) 
сходится к 1(1) и в среднем на |а, 6]. 

Фиксируем произвольное = > 0. Для положительного чис- 


& . > 
ла 56а) в силу равномерной сходимости найдется номер № 
— а 
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такой, что 


& 
— —_—_ 1.32 
при всех 5 из [а, 6] и всех п > М. 
В силу (1.32) для всех п > М№ 


Ь Ь 
Да) — 1 («)]? ах < т | 4х = р < Е, 


а а 


т. е. последовательность {1}»(1)} сходится к (1) на сегменте 
[а, 6] в среднем. 

Убедимся теперь в том, что сходимость последовательно- 
сти на некотором сегменте в среднем не влечет за собой не 
только равномерной на этом сегменте сходимости, но и сто- 
димости хотя бы в одной точке указанного сегмента. 


Рассмотрим последовательность сегментов Л, [2,..., ПРИ- 
надлежащих [0, 1] и имеющих следующий вид: 
П — [О, 1], 
1 1 
1 = [6 -|, в= 1. 
7 2 15 
1 11 13 3 
И = [6 :|, Б= 1,5] | ‚3, в=| ‚1, 
1 д 2 [472 2’ 4 Г 
1 1 2 1 
ет], ыы = [1,2]... нае йети 
2 0, 2т | 2т--1 от? Эт | ; 2в-+1—1 от з 


Определим п-й член последовательности следующим обра: 
зом: 


1 на сегменте /в, 


= 1 


Построенная нами последовательность сходится в среднем 
к функции }(х) = 0 на сегменте [0, 1]. 
В самом деле, 


0 в остальных точках [0, 1]. 


>— 


[/„(5х) — 0] ах = | 12 (т) ах = [ ах = 
[п Ги 


= длине сегмента, Г» — 0 (при п -$ с5). 


Вместе с тем построенная нами последовательность не сто- 
дится ни в одной точке сегмента |0, 1. 


2* 
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В самом деле, какую бы точку хо из сегмента [0, 1] мы ни 
фиксировали, среди как угодно больших номеров п найдутся 
как такие, для которых сегмент [м содержит точку хо (для этих 
номеров (50) = 1), так и такие, для которых сегмент [1 не со- 
держит точку 50 (для этих номеров }»(50) = 0). Таким образом, 
последовательность 1 „(10 } содержит бесконечно много членов, 
как равных единице, так и равных нулю, т. е. эта, последователь- 
ность расходится. 

Оказывается, сходимость последовательности { (то } к пре- 
дельной функции }(х) на сегменте |а, 6] в среднем обеспечивает 
возможность почленного интегрирования этой последовательно- 
сти на указанном сегменте. 

Теорема 1.11. Если последовательность {1 №(х0} стодит- 
ся в среднем на сегменте |а, 6] к функичи }(т), то эту после- 
довательность можно почленно интегрировать на сегменте 
[а, 6], т. е. предел 


Ь 
ив Ре 
Ь 
существует и равен Г Т(х 
а, 


Прежде всего докажем следующую лемму. 
Лемма 1. Для любых интегрируемых на сегменте |[а, 6] 
функиий (т) и 2(1) справедливо неравенство 


(1.33) 


называемое неравенством Коши_Буняковского. 
Доказательство леммы 1. Рассмотрим следующий 
квадратный трехчлен относительно А: 


Ь 
ДУ(=) — Ав(=)] аз = 


РР рае А | Ле веда? [аа ) 42 > 0. 


Так как этот трехчлен неотрицателен, то он не имеет различ- 
ных вещественных корней. Но тогда его дискриминант неполо- 
жителен, т. е. 


р 2 | Ь 
(1 1(1)8 (7) 42 — ГР?) ах | 22 (т) ах < 0. 


Лемма доказана. 
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Доказательство теоремы 1.11. Используя неравенство 
(1.33) при =(х) =1, будем иметь 


Ь 


Ь Ь 
[ №(в) аз — [ (в) ат| = | фев) — («ат < 


а, 


(при п —} со). Теорема доказана. 


$ 3. Равностепенная непрерывность 
последовательности функций. Теорема Арцела 


Пусть каждая из функций }»„(т) определена на некотором 
сегменте [а 6]. 

Определение. Последовательность функций { №(х)} назы- 
вается равностепенно непрерывной на сегмен- 
те [а,6|, если для любого = > 0 найдется 9 > 0 такое, что 
неравенство 


, и 
| (5 ) — Ть (т ) <Е 

справедливо для всет номеров п Ц для всех точек т 4 1 43 

сегмента [а, 8], связанных неравенством 


шт" < 5. 

Замечание 1. Непосредственно из этого определения 
вытекает, что если последовательность {1 }»(5)} равностепенно 
непрерывна на [а, 6], то и любая ее подпоследовательность рав- 
ностепенно непрерывна на (а, 6]. 

Докажем следующее замечательное утверждение. 

Теорема 1.12 (теорема Ариела). Если последователь- 
ность функций {1 ,(т)} равностепенно непрерывна и равномер- 


но ограничена на сегменте [а, 8], то из этой последовательно- 
сти можно выделить подпоследовательность, равномерно схо- 
дящутюся на сегменте |[а, 6]. 

Доказательство. Рассмотрим на сегменте |[а, 6] следую- 
шую последовательность точек {х„\: в качестве 11 возьмем ту 
точку, которая делит сегмент [а, 6] на две равные части, в ка- 
честве 12 и тз возьмем те две точки, которые вместе с т1 делят 
сегмент |4, 6] на четыре равные части (рис. 1.3), в качестве 2х4, 
5, би т7 , возьмем те четыре точки, которые вместе с 51, 22 и 
тз делят сегмент [а, 6] на восемь равных частей (рис. 1.3) ит. д. 

Построенная нами последовательность 15и} обладает сле- 
дующим свойством: какое бы д > 0 мы ни взяли, для 
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этого д найдется номер по такой, что на любом принадлежа- 
шем [а, 6] сегменте длины д лежит хотя бы один из элементов 
1 
1, 22-5 бпо ). 
Приступим теперь к выделению из последовательности { [„(т)} 
равномерно на сегменте [а, 6] сходящейся подпоследовательности. 


Рис. 1.3 


Сначала рассмотрим последовательность { ,(5)} в точке х1. По- 
лучим ограниченную числовую последовательность { №(51)}, из 
которой на основании теоремы Больцано-Вейерштрасса (см. 


вып. 1, гл. 3, $ 4) можно выделить сходящуюся подпоследова- 
тельность, которую мы обозначим так: 


[11(51), [12(т1), ...) Лп(5т), ... 


Далее рассмотрим функциональную последовательность 


[11(5), }12(5),..., Лт(т), -.. 


в точке 12. По теореме Больцано-Вейерштрасса, из нее можно 
выделить сходящуюся подпоследовательность, которую мы обо- 


значим Так: 
121(12), 122 (12), ...) 12ъ (52), ... 


Таким образом, функциональная последовательность 


121(5), 122 (1), .... 12. (5), ... (1.34) 


является сходящейся и в точке т1, и в точке 12. 
Далее рассматриваем функциональную последовательность 
(1.34) в точке хз и выделяем из нее сходящуюся подпоследова- 


тельность 
[31(53), Л32(13),...) [3п(23), ... 


Продолжая аналогичные рассуждения, мы получим беско- 
нечное множество подпоследовательностей 


1(1), Л12(т), Лз(т), ..., Лш(т), 
[21(1), 4]22(1), Л23(1), ..., Л2(1), 
[з1(5), }32(5), 33(т), ..., тт), 
(2), [2(2), 13(т), ..., фт, 


1) Про последовательность, обладающую таким свойством, говорят, что 
она является всюду плотной на сегменте (а, 6]. 
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причем подпоследовательность, стоящая в п-й строке, является 
сходящейся в каждой из точек т1, 12, ..., Ти. 

Рассмотрим теперь так называемую «диагональную» после- 
довательность 


[11(5), }22(1),..., тп (т), ... 


Докажем, что эта последовательность равномерно стодит- 
ся на сегменте [а 6]. 

Ради сокращения записи будем в дальнейшем обозначать эту 
диагональную последовательность (как и исходную последова- 


тельность) символом 


(), Р(т),..., №(), ... 


(т. е. вместо сдвоенного индекса будем писать одинарный). Фик- 
сируем произвольное # > 0. 

Так как диагональная последовательность является равно- 
степенно непрерывной на сегменте [а, 6], то для фиксированного 
5 > 0 найдется д > 0 такое, что, каковы бы ни были две точки 
ти тт из сегмента [а, 6], связанные неравенством |5 — Хт| < д, 
для всех номеров 7% справедливо неравенство 


|2(5) —_ р (т, < =. (1.35) 


Заметив это, разобьем сегмент |[а, 6] на конечное число отрезков 


длины, меньшей д. Из последовательности {5} выберем конеч- 
ное число по первых членов 11, 12,..., Хи, настолько большое, 
чтобы в каждом из упомянутых отрезков содержалась хотя 
бы одна из точек 71, 12, ..., Хто. 

Очевидно, диагональная последовательность сходится в каж- 
дой из точек 21, 12, ..., Типо. Поэтому для фиксированного выше 
= > 0 найдется номер М такой, что 


Р-р (Фт) — рт, < : (1.36) 


для всех п > №, всех натуральных р и всех т =1,2,..., 10. 

Пусть теперь х— произвольная точка, сегмента [а, 6]. 
Эта, точка обязательно лежит в одном из упомянутых выше от- 
резков длины, меньшей д. Поэтому для этой точки х найдется 
хоть одна точка тт (т — один из номеров, равных 1, 2,..., По), 
удовлетворяющая условию |5 — тт| < 0. 

В силу того, что модуль суммы трех величин не превосходит 
суммы их модулей, можем записать 


|о-р( 2) — 1 (5)| < |[№ьр() — Рр(ет)| + 
+ Ур (т) — Лт, + |Фьр( т) = рт)|. (1.37) 


Второй член в правой части (1.37) оценим с помощью нера- 
венства (1.36), а для оценки первого и третьего членов в правой 
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части (1.37) учтем, что |1 — хт| < д, и привлечем неравенство 
(1.35), справедливое для любого номера п (а стало быть, и для 
любого п-+ р). 

Окончательно получим, что для произвольного = > 0 най- 
дется номер М такой, что 


|р--р(%) — №(1)| < Е 


для всех п > М, всех натуральных р и любой точки х из [а, 6. 
Равномерная сходимость диагональной последовательности до- 
казана. Теорема 1.12 доказана. 

Замечание 2. В теореме Арцела вместо равномерной 
ограниченности последовательности {]„(5)} на сегменте |а, 6] 
достаточно потребовать ограниченности этой последовательно- 
сти хотя бы в одной точке этого сегмента. В самом 
деле, справедливо следующее утверждение: если последователь- 
ность 1 и(т)} равностепенно непрерывна на сегменте |[а, 6] и 
ограничена хотя бы в одной точке т этого сегмента, то эта 
последовательность равномерно ограничена на сегменте |а, 6]. 
Для доказательства, этого утверждения заметим что по опреде- 
лению равностепенной непрерывности для = = 1 найдется 0 > 0 
такое, что колебание любой функции [„(т) на любом сег- 
менте длины, не превышающей д, не превосходит числа Е = 1. 
Так как весь сегмент [а, 6] можно покрыть конечным числом по 
сегментов длины, не превышающей д, то колебание любой функ- 
ции (1) на всем сегменте |[а, 6] не превосходит числа, тю. Но то- 
гда из неравенства |» (10)| < А, выражающего ограниченность 
последовательности {}»(1)} в точке хо, вытекает неравенство 
| № (<)| < А + тю, справедливое для любой точки х из сегмента 
[а, 6] и выражающее равномерную ограниченность рассматри- 
ваемой последовательности на, этом сегменте. 

Замечание 3. Установим достаточный признак 
равностепенной непрерывности: если последователь- 
ность 1 (1) } состоит из дифференцируемых на сегменте [а, 6 


функиш} и если последовательность производных {1 № (%)} рав- 
номерно ограничена, на этом сегменте, то последовательность 
{№(х)} равностепенно непрерывна, на сегменте |[а, 6]. 

Для доказательства возьмем на сегменте [а, 6] две произволь- 
ные точки 7’ и т” и запишем для функции |»(х) на сегменте 
[%', 2’] формулу Лагранжа (см. вып. 1, гл. 8, 8 9). 

Согласно теореме Лагранжа на сегменте [5’, х"|] найдется 
точка б„ такая, что 


оз) — (а) = №). (1.38) 
Поскольку последовательность производных { (5) } равномер- 
но ограничена на сегменте [а, 6], найдется постоянная А такая, 
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что для всех номеров 7 справедливо неравенство 


7 (8»)| < А. (1.39) 
Вставляя (1.39) в (1.38), получим 
(2) — (2) < А -# |. (1.40) 


Фиксируем любое = > 0. Тогда, если взять д = Е/А и привлечь 
(1.40), то мы получим, что для всех номеров п и для всех т’ и 


т" из [а, 6], связанных условием |5’ —х"| < 9, будет справедливо 
неравенство 


|1) — (т) < &. 


Равностепенная непрерывность последовательности { №(1)} до- 
казана. 
зи 75 


В качестве примера рассмотрим последовательность | 


> } Эта по- 


следовательность равностепенно непрерывна на любом сегменте [а, 6], ибо 
на любом сегменте [а, 6] последовательность из производных {с03 пт} рав- 
номерно ограничена. 


Замечание 4. Понятие равностепенной непрерывности 
можно формулировать не только по отношению к сегменту [а, 6], 
но и по отношению к интервалу, полусегменту, полупрямой, бес- 
конечной прямой и вообще по отношению к любому плотному в 


себе множеству '). Кроме того, это понятие можно вводить не 
но отношению к последовательности функций, а по отношению 
к любому бесконечному множеству функций. 


$ 4. Степенные ряды 


1. Степенной ряд и область его сходимости. Степен- 
ным рядом называется функциональный ряд вида 


©.® 
| 2 
+» акт” = ао + а1х + а25° +... ал” -+..., (1.41) 
К=1 
где а0, @1, а2, ..., @п, ... — постоянные вещественные числа, на- 


зываемые коэффициентами ряда (1.41). Постараемся 
выяснить, как устроена область сходимости любого степенного 
ряда. 

Заметим, что всякий степенной ряд сходится в точке х = 
= 0, причем существуют степенные ряды, сходящиеся только в 


со 
этой точке (например, ряд >`К!. ^). 
К=1 


1) При этом теорема Арцела остается справедливой, если в ее формулиров- 
ке заменить сегмент [а, 6] любым ограниченным замкнутым множеством. 
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Составим с помощью коэффициентов аи ряда (1.41) следую- 
щую числовую последовательность: 


Иа}  @в=Ь2,...). (1.42) 


Могут представиться два случая: 1) последовательность 


(1.42) является неограниченной; 2) последовательность (1.42) яв- 
ляется ограниченном. 
В случае 2) у последовалельности (1.42) существует, конеч- 


ный вертний предел (см. вып. 1, гл. 3, 8 4, п. 3), который мы о0бо- 
значим через Г. Подчеркнем, что указанный верхний предел Ё 
заведомо неотрицателен (ибо все элементы последовательно- 


сти (1.42) неотрицательны, а стало быть, и любая предельная 


точка, этой последовательности неотрицательна). 

Подводя итог, мы приходим к выводу, что могут предстал 
виться следующие три случая: Г) последовательность (1.42) яв- 
ляется неограниченной; П) последовательность (1.42) является 
ограниченной и имеет конечный верхний предел Г, > 0; Ш) по- 
следовательность (1.42) является ограниченной и имеет верхний 
предел Г, = 0. 

Докажем теперь следующее замечательное утверждение. 

Теорема 1.13 (Коши-Адамара). 

Г. Если последовательность (1.42) не ограничена, то сте- 
пенной ряд (1.41) сходится лишь при т = 0. 

П. Если последовательность (1.42) ограничена и имеет 
верхний предел Ё > 0, то ряд (1.41) абсолютно сходится для 
значений х, удовлетворяющих неравенству |т| < 1/Г, и расто- 
дится для значений х, удовлетворяющих неравенству х > 1/Г. 

ПТ. Если последовательность (1.42) ограничена и ее верхт- 


ний предел Г, = 0, то ряд (1.41) абсолютно сходится для всех 
значений т. 

Доказательство. 

1. Пусть последовательность (1.42) не ограничена. Тогда при 
1х = 0 последовательность 


[3] У || = У в" 


также не ограничена, т. е. у этой последовательности имеются 
члены со сколь угодно большими номерами %, удовлетворяющие 


неравенству 
ах" > 1 или |ах"| > 1. 


Но это означает, что для ряда (1.41) (при х = 0) нарушено 
необходимое условие сходимости (см. вып. 1, гл. 13, 8 1, п. 2), 
т.е ряд (1.41) расходится при х =#0. 
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П. Пусть последовательность (1.42) ограничена и ее верхний 
предел Г, > 0. Докажем, что ряд (1.41) абсолютно сходится при 
|| < 1/Ё и расходится при |5т| > 1/Г. 

а) Фиксируем сначала любое х, удовлетворяющее неравен- 
ству |5| < 1/Г. Тогда найдется = > 0 такое, что |5| < 1/(Ё +=). 


В силу свойств верхнего предела все элементы \/|аи| , начиная 
с некоторого номера п, удовлетворяют неравенству 


Иа < 6+ 5. 


Таким образом, начиная с указанного номера п, справедливо 
неравенство 


[а 
Г+- 
\/ |2” | — |5 \/ [ат | < т < 1, 


т.е. ряд (1.41) абсолютно сходится по признаку Коши (см. вып. 1, 
гл. 13,82, п. 3). 

6) Фиксируем теперь любое х, удовлетворяющее неравенству 
|| > 1. 

Тогда найдется = > 0 такое, что |т| > 1/(Ё - =). По опре- 
делению верхнего предела, из последовательности (1.42) можно 
выделить подпоследовательность | "®/ ат, |} (&=1,2,...), схо- 


дящуюся к Ё. 
Но это означает, что, начиная с некоторого номера К, спра- 
ведливо неравенство 


Б-ЕХ “Ла, | < ГЕ. 


Таким образом, начиная с указанного номера А, справедливо 


неравенство 
Г. — 
к т” ®| = [2 к ат, | > —— = 1. 


|4,” > 1, 


ИЛИ 


т. е. нарушено необходимое условие сходимости ряда (1.41), и 
этот ряд расходится. 

Ш. Пусть последовательность (1.42) ограничена и ее верхний 
предел Г, = 0. Докажем, что ряд (1.41) абсолютно сходится при 
любом т. 

Фиксируем произвольное 1 = 0 (при 5 = 0 ряд (1.41) заве- 
домо абсолютно сходится). Поскольку верхний предел Г =0Ои 
последовательность (1.42) не может иметь отрицательных пре- 
дельных точек, число Г, = 0 является единственной предельной 
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точкой, а стало быть, является пределом этой последовательно- 
сти, т. е. последовательность (1.42) является бесконечно малой. 


Но тогда для положительного числа 1/(2|5|) найдется номер, 


начиная с которого 
1 
п, 
\/|а| < 5 


Стало быть, начиная с указанного номера, 


1 
\/|авх"| = |5 \/ аи | < 5 < 1, 


т.е. ряд (1.41) абсолютно сходится по признаку Коши (см. вып. 1, 
гл. 13, $ 2, п. 3). Теорема полностью доказана. 

Доказанная теорема непосредственно приводит к следующе- 
му фундаментальному утверждению. 

Теорема 1.14. Для каждого степенного ряда (1.41), если 
он не является рядом, сходящимся лишь в точке х = 0, суще- 
ствует положительное число В (возможно, равное бесконеч- 
ности) такое, что этот ряд абсолютно сходится при |х| < В 
и растодится при |т| > В. 

Это число В называется радиусом сходимости рас- 
сматриваемого степенного ряда, а интервал (—В, В) называется 
промежутком сходимости этого ряда. Для вычисления 
радиуса сходимости справедлива формула 


В (1.43) 


Па ан] 


п—со 


(в случае, когда ши \И|аи| = 0, В = 5). 
п—?со 
Замечание 1. На концах промежутка сходимости, т. е. 
в точках 1 = —Кит = А, степенной ряд может быть как сходя- 
щимся, так и расходящимся !). 


со 
Так для ряда 1+ >У`1^ радиус сходимости В равен единице, 
К=1 
промежуток сходимости имеет вид (—1, 1) и этот ряд расходится 
на концах указанного промежутка. 
со 
ИЯ 
Для ряда ») „> промежуток сходимости тот же (—1, 1), но 
К=1 
этот последний ряд сходится на обоих концах указанного про- 
межутка. 


1) Отметим следующую теорему Абеля: если степенной ряд (1.41) 


сходится при х = В, то сумма его 5(х) является непрерывной в точке В 
слева. Без ограничения общности можно считать, что А = 1, но в таком 
виде теорема Абеля (фактически утверждающая регулярность метода сум- 


мирования Пуассона-Абеля) доказана в дополнении 3 к гл. 13 вып. 1. 
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Замечание 2. Все результаты настоящего пункта спра- 
ведливы для ряда (1.41), в котором вещественная переменная 1х 
заменена комплексной переменной 5. 

Для такого ряда устанавливается существование положитель- 
ного числа В такого, что ряд абсолютно сходится при |2| < Ви 
расходится при |2| > В. 

Для вычисления В справедлива формула (1.43). Число В 
называется радиусом сходимости, а область || < В— 
кругом сходимости указанного степенного ряда. 

2. Непрерывность суммы степенного ряда. Пусть сте- 
пенной ряд (1.41) имеет радиус сходимости В > 0. 


Лемма 2. Каково бы ни было положительное число т, удо- 
влетворяющее условию т < В, ряд (1.41) равномерно сходится 


на сегменте |-т, т|, т. е. при |т| <г. 


Доказательство. В силу теоремы 1.14 ряд (1.41) абсо- 
лютно сходится при х = т, т. е. сходится ряд 


©.® 
ао + У [ба 
К=1 


Но последний числовой ряд служит мажорантным для ряда (1.41) 
при всех х из сегмента, |-т, 7]. На основании признака Вей- 
ерпттрасса ряд (1.41) сходится равномерно на сегменте |-г, 7|. 
Лемма доказана. 

Следствие. В условиях леммы 8 сумма ряда (1.41) явля- 
ется функцией, непрерывной на сегменте |-т, т| (в силу теоре- 
мы 1.7). 

Теорема 1.15. Сумма степенного ряда внутри его проме- 
жутка сходимости является непрерывной функцией. 

Доказательство. Пусть 5(5) — сумма степенного ряда 
(1.41), а В — его радиус сходимости. Фиксируем любое х внутри 
промежутка сходимости, т. е. такое, что |1| < В. Всегда найдется 
число тг такое, что |1| < т < В. В силу следствия из леммы 2 
функция 5 (1) непрерывна, на, сегменте |—х, т|. Стало быть, 5(5т) 
непрерывна и в точке т. Теорема доказана. 

3. Почленное интегрирование и почленное длифферен- 
цирование степенного ряда. 

Теорема 1.16. Если В > 0 — радиус сходимости степенно- 
го ряда (1.41), ах удовлетворяет условию |х| < В, то ряд (1.41) 
можно почленно интегрировать на сегменте |0, х|. Получен- 
ный в результате почленного интегрирования ряд имеет тот 
же радиус сходимости КВ, что и истодный ряд. 

Доказательство. Для любого т, удовлетворяющего ус- 
ловию |т| < В, найдется т такое, что |[1| < г < В. Согласно 
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лемме 2 ряд (1.41) сходится равномерно на сегменте |-т, 7|, а 
стало быть, и на сегменте [0, 5]. Но тогда в силу теоремы 1.8 


этот ряд можно почленно интегрировать на сегменте [0, 2]. 
В результате почленного интегрирования получится степен- 
ной ряд 


ат т +... Аа" +... 
п 


радиус сходимости которого, согласно теореме 1.14, является ве- 
личиной, обратной верхнему пределу последовательности, 


т | [@®-1| — У [@и—1] (1 44) 
Так как верхний предел последовательности (1.44) тот же, что 


иу (1.42) !), то теорема, доказана. 


Теорема 1.17. Степенной ряд (1.41) внутри его проме- 
эюкутка сходимости можно дифференцировать почленно. Ряд, 
полученный почленным дифференицированием, имеет тот же 
радиус сходимости В, что и исходный ряд. 

Доказательство. Достаточно (в силу теоремы 1.9 и лем- 
мы 2) доказать лишь второе утверждение теоремы. 

В результате почленного дифференцирования (1.41) полу- 
чим ряд 


о +2. а2 +... п" "+ (п 1): 2"+..., 


радиус сходимости В которого (согласно теореме 1.14) обратен 
верхнему пределу последовательности 


{ Уп+И нц}. (1.45) 


Так как последовательность (1.45) имеет тот же верхний предел, 


что и (1.42) 2), то теорема, доказана. 
Следствие. Степенной ряд внутри его промежутка стоди- 
мости можно дифференцировать почленно сколько угодно раз. 
Ряд, полученный п-кратным почленным дифферениировани- 
ем исходного степенного ряда, имеет тот же радиус стодимос- 
ти, что и истодный ряд. 


1) Ибо о. Уп = 1, Ио. “И|ав-1| = Ио. [ат | = 


2) Ибо Наш Уп+Т=1, Ша “/|ав-а| = 
пс пс 
= Та "Ув = Па | а" = Мы | Иан. 
пс 


п—со 
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$ 5. Разложение функций в степенные ряды 


1. Разложение функции в степенной ряд. 

Определение 1. Будем говорить, что функция К(т) на ин- 
тервале (—В, В) (на множестве {1}) может быть разложена 
в степенной ряд, если существует степенной ряд, сходящийся 
к }(х) на указанном интервале (указанном множестве). 

Справедливы следующие утверждения. 

1°. Для того чтобы функция (т) могла быть разложена в 
степенной ряд на ‘интервале (—В, В), необходимо, чтобы эта 
функция имела на указанном интервале непрерывные производ- 


ные любого порядка !). 

В самом деле, степенной ряд внутри его промежутка сходи- 
мости, который во всяком случае содержит интервал (—А, В), 
можно почленно дифференцировать сколько угодно раз, причем 
все полученные при этом ряды сходятся внутри того же проме- 
жутка сходимости (теорема 1.17). 

Но тогда суммы рядов, полученных сколь угодно кратным 
дифференцированием (в силу теоремы 1.15), представляют со- 
бой функции, непрерывные внутри указанного промежутка, схо- 
димости, а стало быть, непрерывные на интервале (—К, В). 

2°. Если функция (т) может быть на интервале (—В, В) 
разложена в степенной ряд, то лишь единственным, образом. 

В самом деле, пусть функция }(х) может быть разложена на 
интервале (—В, В) в степенной ряд (1.41). 

Дифференцируя указанный ряд почленно п раз (что заведо- 
мо можно делать внутри интервала (—А, В)), получим 


1”) (5) = п-т + а: п+ ПШ... 


Отсюда при х = 0 найдем 


1) (0) = ар. 
или м 
ап, = г) (1.46) 
п! 


Таким образом, коэффициенты степенного ряда, (1.41), в ко- 
торый может быть разложена функция }(1), однозначно опре- 
деляется формулой (1.46). 


1) Отметим, что существуют функции, имеющие на интервале (-В, В) 
непрерывные производные любого порядка, но не разложимые на этом ин- 
тервале в степенной ряд. Примером такой функции может служить 


—1/=2 
_де при х70, 
1) | 0 при х=0. 
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Предположим теперь, что функция }(х) имеет на интервале 
(—-В, В) непрерывные производные любого порядка. 


Определение 2. Степенной ряд (1.41), коэффициенты ко- 
торого определяются формулой (1.46), называется рядом Тей- 
лора функции }(х). 

Утверждение 2° приводит нас к следующему утверждению. 

3°. Если функция (т) может быть разложена на интер- 
вале (—В, В) в степенной ряд, то этот ряд является рядом 
Тейлора функиии }(х). 

В заключение сформулируем следующее утверждение, непо- 
средственно вытекающее из 8 14 гл. 8 вып. 1. 

4°. Для того чтобы функция {(х) могла быить разложена в 
ряд Тейлора на интервале (—-В, В) (на множестве {х\), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы остаточный член в формуле Ма- 
клорена для этой функции стремился к нулю на указанном ин- 
тервале (указанном множестве). 

2. Разложение некоторых элементарных функций в 
ряд Тейлора. В вып. 1 (см. п. 2 8 15 гл.8) доказано, что оста- 
точные члены в формуле Маклорена для функций е” , созт и 
зи х стремятся к нулю на всей бесконечной прямой, а остаточ- 
ный член в формуле Маклорена для функции (1+5) стремится 
к нулю на полусегменте —1 < х < +1. 

В силу утверждения 4° из предыдущего пункта, это приводит 
нас к следующим разложениям: 


п—=1 
п „2 
с08х =1 + СИ’ 
(2%)! 
п—=1 
со 
, —_ ( рта" 
мир = >. (2% +1)!’ 
п—=0 
вы 1 п-1 оп 
(1+5) =». Сота 
п, 
п—=1 


Первые три из этих разложений сходятся для всех значе- 
ний т, а последнее — для значений 5 из полусегмента —1 < т < 1. 
Остановимся теперь на разложении в степенной ряд функ- 
ции (1+5)“ или на так называемом биномиальном ряде. 


Если } (5) = (1-+5)%, то 


1) (5) = а(а-1)(а-—2)... а-п+. 1+5)”. 
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Поэтому формула Маклорена, с остаточным членом в форме Ко- 
пти имеет вид (см. вып. 1, гл. 8, $ 14) 


(1+2) = 1+ У Ад, (5), 
К=1 


К! 
(1.47) 
где 
В (г) = Ча". (05) = 
и —° 17 а(а- 1)... а-п)а + 04)“ "1 = 
_ ([1-0\” (а-П(а-2)... (а-п. а—1 п+1 
= (- - о) От с (1 + 95) т (1.48) 


(9 — некоторое число из интервала 0 <0<1. 
Сначала, убедимся в том, что при а > 0 всюду на интервале 
—1 < х < 1 остаточный член А„-+1(т) стремится к нулю (при 


п —} 05). 


1-0 \" 
В самом деле, все члены последовательности | ( ) 


1+ 9х 
всюду на указанном интервале не превосходят единицы; после- 
(= —1)(а- 2)... а-тп) 
довательность при любом фиксирован- 
7. 


ном @ > 0 ограничена, 1); число @(1-05)“-! определено при лю- 


бом фиксированном а > 0 и при любом т из интервала 


—1 < х < +1; наконец, последовательность {2711} является 
бесконечно малой для любого т из интервала —1< т < 1. 
Таким образом, в силу (1.48) остаточный член Ви 1(1) стре- 
мится к нулю для любого фиксированного а > 0 и любого т из 
интервала —1<т< 1. 
Стало быть, в силу (1.47), при а > 0 всюду на интервале 
—1 < т <1 справедливо разложение 


(1 2) ау ое ево Ь А. (1.49) 
К=1 


Докажем теперь, что при а > 0 ряд, стоящий в правой часть, (1.49), 


равномерно сходится к функции (1 + 1х)“ на замкнутом сегменте 
—1<5<1. 


1) Все элементы этой последовательности по модулю ограничены числом 


(= —1)(а-2)... (а- [а]) 
[<]! 


‚ где [а] — целая часть а. 
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Всюду на указанном сегменте этот ряд мажорируется следующим 
числовым рядом: 
со 
уе а. Ист а (1.50) 
К! 
&=1 


В силу признака Вейерштрасса для установления равномерной на сег- 
менте —1 < х < 1 сходимости ряда, стоящего в правой части (1.49), доста- 


точно доказать сходимость мажорирующего ряда (1.50). 
Обозначим К-й член ряда (1.50) символом рк. Тогда для всех достаточно 
больших К получим 


РЕ Ка | 1 +а 


_ —1— | (1.51) 
ре +1 +1 
Из формулы (1.51) вытекает, что 
та в(т- 2) = (1 -+ а). Пм А 1-а>и 
е. ряд (1.50) сходится в силу признака Раабе (см. вып. 1, гл. 13, 


т. 
$ 2, п. 5). 

Тем самым доказано, что при а > 0 ряд, стоящий в правой части (1.49), 
сходится равномерно на сегменте —1 < х < 1. Остается доказать, что ука- 
занный ряд сходится на сегменте —1 < <1к функции (1 + т)”. 

В силу доказанного выше сумма указанного ряда 5(х) и функция (1 + 
+1)” совпадают всюду на интервале —1 < х < 1. Кроме того, обе функции 
5(х) и (1+х)° непрерывны на сегменте —1 < х < 1 (функция 5(1) как сум- 
ма равномерно сходящегося ряда из непрерывных функций; непрерывность 
функции (1 +5)“ при а > 0 очевидна). 

Но тогда значения функций 5(т) и (1-+х)“ в точках х = -Тих=1 
обязаны совпадать, т. е. ряд, стоящий в правой части (1.49), равномерно 
сходится к (1 + т)“ на замкнутом сегменте —1 < х < 1. 


3. Элементарные представления о функциях комп- 
лексной переменной. Выше уже отмечалось, что на случай 
степенного ряда относительно комплексной переменной 2 


ад + а12 + а22° +... фа? +... 
переносятся теоремы 1 и 1.14 (о существовании и величине ра- 
диуса сходимости). Ряды такого типа, используются для опреде- 
ления функций комплексной переменной 2. 
Функции е^ , с052 и зш х комплексной переменной д опреде- 
ляются как суммы следующих рядов: 


со 
5 2” 
е =1+>,=, (1.52) 
п=1 
2 ( 1)” 2п 
с08 2 + > п’ (1.53) 


©, ®) 
, —_ (—1)7 2271 
п—= 
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Легко проверить, что указанные три ряда абсолютно сходятся 
для всех значений 2 (их радиус сходимости В = ©5). 
Установим теперь связь между функциями е^ , с052 и зшх. 
Заменяя и формуле (1.52) 2 на 12, получим 


2! 3! 4! 5! 
= (1-®+® -...) +(2-® +8 -...). (1.55) 


Сопоставляя правую часть равенства (1.55) с разложениями 
(1.53) и (1.54), придем к следующей замечательной формуле: 


е — соз 2 + зщ 2. (1.56) 


Формула (1.56) играет фундаментальную роль в теории функ- 
ций комплексной переменной и называется формулой Эй 
лера. 

Полагая в формуле Эйлера переменную х равной сначала, 
вещественному числу т, а затем вещественному числу —т, полу- 
чим следующие две формулы: 


с" = созт +1зшт, е "” = созх — 15шх. 


Складывая и вычитая эти две формулы, мы получим формулы, 
выражающие соз х и зшх через показательную функцию: 


е?® че1® 

608 = 
. е —_е 

эШ Хх = —_—_—_—. 
21 


В заключение остановимся на определении логарифмической функции 
‹) = ш 2 комплексной переменной =. Эту функцию естественно определить 
как функцию, обратную показательной, т. е. из соотношения 2 = е”. По- 
лагая ши = и +, д = т-+ и, поставим перед собой цель — выразить ии у 
через 2 =х-+и.. 

Из соотношения 


и 


&=ф-+иу=е =е" (созо + 1 шо) 


получим, используя понятия модуля и аргумента комплексного числа (см. 
формулу (7.6) из вып. 1), 


|| = \/12 + у? =е", ара=ои- 2 К, 


К = 0, = 1, 2, ... 
Из последних равенств находим, что 


и = Ш |2| = Шш\/ 12 +92, 


и = аге 2 + 2лЁ (К =0, +1, 2, ...) 


где 
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или окончательно 
ша = Ш |#| + Каге 2 + 2^^), где К =0, 1-2, ... (1.58) 


Формула (1.58) показывает, что логарифмическая функция в комплекс- 
ной области не является однозначной: ее мнимая часть для одного и того 
же значения 2 имеет бесчисленное множество значений, отвечающих раз- 


личным к = 0, = 1, +2, ... 
Легко понять, что аналогичная ситуация будет иметь место и при опре- 
делении в комплексной области обратных тригонометрических функций. 


4. Равномерное приближение непрерывной функции 
многочленами (теорема Вейерштрасса). В этом пункте мы 
докажем фундаментальную теорему, принадлежащую Вейер- 
штрассу и установленную им в 1895 г. 

Теорема 1.18 (теорема Вейериитрасса). Если функция 
1(1) непрерывна на сегменте |[а, 6] то существует последова- 
тельность многочленов {| Р„(1)}, равномерно на сегменте [а, 6 
стодящаяся к (т), т. е. для любого = > 0 найдется многочлен 
Р,(х) с номером п, зависящим от Е такой, что 


РР» (5) —_ 1(т) <= 


сразу для всех х из сегмента |[а, 6]. 

Иными словами, непрерывную на сегменте [а, 6] функцию 
7(%) можно равномерно на этом сегменте приблизить много- 
членом с наперед заданной точностью Е. 

Доказательство. Не ограничивая общности, мы можем 
вместо сегмента, [а, 6] рассматривать сегмент [0, | ). Кроме 
того, достаточно доказать теорему для непрерывной функции 
1(1), образщающейся в нуль на концах сегмента, [0, 1], т. е. удо- 
влетворяющей условиям }(0) =Ои } (1) = 0. В самом деле, если 
бы }(х) не удовлетворяла этим условиям, то, положив 


8(1) = 1(т) — Л(0) — #7 (0) — Л(0)} 


мы получили бы непрерывную на сегменте |0, 1| функцию 2(т), 
удовлетворяющую условиям 2(0) =Пир(1) = 0, и из возможно- 
сти представления 2(1) в виде предела равномерно сходящейся 


последовательности многочленов вытекало бы, что и }(т) пред- 
ставима в виде предела, равномерно сходящейся последователь- 
ности многочленов (ибо разность /(5)—2(х) является многочле- 


ном первой степени). 
Итак, пусть функция }(т) непрерывна на сегменте [0, 1] и 
удовлетворяет условиям }(0) = 0, }(1) = 0. Такую функцию 


1) Поскольк один из этих сегментов преобразуется в другой линейной 
заменой х = (6 - а) + а. 
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1(т) мы можем продолжить на всю бесконечную прямую, поло- 
жив ее равной нулю за пределами сегмента, |0, 1], и утверждать, 
что так продолженная функция является равномерно непрерыв- 
ной на всей бесконечной прямой. 

Рассмотрим следующую конкретную последовательность 
неотрицательных многочленов степени 29°: 


О„(1) = (1 - 1"  (п=12....), (1.59) 


у каждого из которых постоянная с„ выбрана так, что выпол- 
няется равенство 


| О» (<) ах =1 (п =1, 2, ...). (1.60) 
—1 
Не вычисляя точного значения постоянной с», оценим ее 
сверху. 
Для этого заметим, что для любого номера п = 1,2,... и 


для всех х из сегмента [0, 1] справедливо неравенство 1) 
1—2)" >1-—п4”. (1.61) 


Применяя неравенство (1.61) и учитывая, что 1/\/й < 1 при 
любом п > 1, будем иметь 


1 1 1/ уп 
Га - 7)" ат =2 1-2)" ах>2 | (1-27 ат> 
—1 0 0 

уп 4 1 1 

22 1—2?) ==> —=. (1.62 

Гал =>. (162) 

Из (1.59), (1.60) и (1.62) заключаем, что для всех номеров 

п =1,2,... справедлива следующая оценка сверху для посто- 


ЯННОЙ Сп: 
сп < Уп. (1.63) 


Из (1.63) и (1.59) вытекает, что при любом д > 0 для всех х 
из сегмента д < т < 1 справедливо неравенство 


0 < О, (2) < Уп(1- 57)". (1.64) 


1) Это неравенство вытекает из того, что при любом п > 1 функция ф(т) = 


= (1—2°)” — (1- п?) неотричательна всюду на сегменте 0 < т < 1, ибо 
эта функция обращается в нуль при х = 0 и имеет всюду на указанном 


сегменте неотрицательную производную ф'’(2) = 2т[1 — (1-—2°)"7 (|. 
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Из (1.64) следует, что при любом фиксированном 9 > 0 по- 
следовательность неотрицательных многочленов {@и(х)} схо- 


дится к нулю равномерно на сегменте 6 <<1\. 
Положим теперь для любого х из сегмента 0 <х<1 


2) = 1 12-00, а (1.65) 


и убедимся в том, что для любого п = 1,2,... функция Р‚(х) 
есть многочлен степени 2%, причем {Р„(1)} и является искомой 
последовательностью многочленов, равномерно сходящейся на 
сегменте 0 < 5 < 1к функции {(т 

Так как изучаемая функция /(5) равна нулю за пределами 


сегмента, [0, 1], то для любого х из сегмента [0, 1] интеграл (1.65) 
можно записать в виде 


= Г/ле+0ь а 


Заменяя в последнем интеграле переменную $ на ф- т, мы 
придадим ему вид 


Ге )О»(+-— +) & (1.66) 


Из (1.66) и (1.59) ясно, что функция Р,(х) представляет со- 
бой многочлен степени 21. 

Остается доказать, что последовательность {1 Р»(х)} сходится 
к /(1) равномерно на сегменте 0 < 2 < 1. 

Фиксируем произвольное = > 0. Для фиксированного Е, в си- 
лу равномерной непрерывности }(х) на всей бесконечной пря- 
мой, найдется д > 0 такое, что 


1 (2) — Лу) <5 при ш-у<8 (1.67) 


Заметим еще, что так как /(х) непрерывна на сегменте |0, 1], 
то она и ограничена на этом сегменте, а стало быть, и всюду 
на бесконечной прямой. Это означает, что существует постоян- 
ная А такая, что для всех х 


1 (=) < А. (1.68) 


1) В самом деле, достаточно доказать, что последовательность ап = 
ь ) , д 
= (1—0^)” - \/п сходится к нулю, а это вытекает, например, из того, что 


поскольку о о. ет) , 
№ а» = (1-0°) Ша п = (1—0) < 1, 
п—со 


п—со 


со 
ряд >’ ап сходится по признаку Коши (см. теорему 13.6 из вып. 1). 
п=1 
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Используя (1.60), (1.64), (1.67) и (1.68) и учитывая неотри- 
цательность @(1), оценим разность Р„(5) — }(т). 
Для всех т из сегмента, 0 < х < 1 будем иметь 


лено 
«Иле+о-) Пе < | + 


Е] риал [ов Е АА/п(1 — 52°)" + <. 


> 


Для завершения доказательства теоремы заметим, что для 
всех достаточно больших номеров 7% справедливо неравенство 


ААУв(1-— 52)" < 5. 


Следствие. Если не только сама функция 1(т), но и ее 
производные до некоторого порядка К включительно непрерыв- 
ны на сегменте [0, 1| Г), то существует последовательность 
многочленов {Р„(х)} такая, что каждая из последовательно- 


стей {Р‚„(х)\, {Р.(х)}, ..., {Р\®(т)} сходится равномерно на 


сегменте [0, | соответственно к [(х), 1'(х),..., (т). 

В самом деле, не ограничивая общности, мы можем считать, 
что каждая из функций /[(7), /'(1),..., 1(®(х) обращается в 
нуль при 5 =0и при 5 =1 2), а при таких условиях функцию 
1 (т) можно продолжить на всю бесконечную прямую, полагая ее 
равной нулю вне [0, 1], так что продолженная функция и все ее 
производные до порядка К включительно окажутся равномерно 
непрерывными на всей бесконечной прямой. 

Но тогда, обозначая через Р„(х) тот же многочлен (1.65), что 
и выше, и повторяя рассуждения, проведенные при доказатель- 
стве теоремы 1.18, мы докажем, что каждая из разностей 


Р» (2) — /(2), Ри(2) - Ге), ..., В№ (а) - Га) 
является бесконечно малой, равномерной относительно 1 на сег- 
менте 0 <х<1. 

Замечание 1. Изложенное нами доказательство легко 
обобщается на случай функции т переменных {1 (71, 12, ..., Хт), 
непрерывной в т-мерном кубе 0 <; <1 (1=1,2,..., т). 


1) Конечно, вместо [0, 1] можно взять [а, Ы. 
2) Если бы {(1) не удовлетворяла этим условиям, то мы нашли бы мно- 


гочлен Рь(х) степени 2 такой, что для функции #(х) = {(х) — Р,(х) эти 
условия были бы выполнены. 
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В полной аналогии с теоремой 1.18 доказывается, что для 


такой функции }(т1, 12, ... ‚ т) существует равномерно сходя- 
щаяся к ней в т-мерном кубе последовательность многочленов 
от т переменных 21, 12, ..., Тю. 


Замечание 2. Заметим, что фигурирующие в теореме 1.18 много- 
члены можно заменить функциями более общей природы, сохраняя при 
этом утверждение о возможности равномерного приближения такими функ- 
циями любой непрерывной функции }. 

Договоримся называть произвольную совокупность А функций, опре- 


деленных на некотором множестве Е, алгеброй ‚, если 1) 1) 1 +еЕ;ЕА; 


2) }.с}ЕА, 3) а- {Е А при произвольных } Е ДирЕ А и при любом 
вещественном а. 

Иными словами, алгебра есть совокупность функций, замкнутая отно- 
сительно сложения и умножения функций и умножения функций на веще- 
ственные числа. 

Если для каждой точки т множества Е найдется некоторая функция 
2 Е А такая, что 2(х) = 0, то говорят, что алгебра А не исчезает ни 
в одной точке х множества ВЕ. 

Говорят, что совокупность А функций, определенных на множестве Ё, 
разделяет точки множества Ё, если для любых двух различных 
точек 1 и 12 этого множества найдется функция } из А такая, что }(х1) 
7% (12). 


Имеет место следующее замечательное утверждение, называемое тео- 
ремой Вейерштрасса-Стоуна 2) 

Пусть А — алгебра непрерывных на компактиюм 3) множестве Е 
функицй, которая разделяет точки множества Е ц не исчезает ни в о0д- 
ной точке этого множества. Тогда каждая непрерывная на множестве 
Е функция (т) может быть представлена в виде предела равномерно 
стодящейся последовательности функций алгебры А. 


1) Напомним, что символ [Е А означает принадлежность } к А. 
2?) М. Стоун — американский математик. 


3) Напомним, что компактным называется замкнутое ограниченное мно- 
жество. 


ГЛАВА 2 
ДВОЙНЫЕ И п-КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


В выпуске 1 были рассмотрены физические и геометрические 
задачи, приводящие к понятию однократного определенного ин- 
теграла. 

Типичными задачами такого рода являются задача о вы- 
числении массы неоднородного стержня по известной линейной 
плотности этого стержня и задача о вычислении площади кри- 
волинейной трапеции (т. е. площади, лежащей под графиком 
неотрицательной функции у = { (1) на сегменте |а, 6]). 

Легко указать аналогичные «многомерные» задачи, приво- 
дящие к понятию двойного или тройного интеграла. 

Так, задача о вычислении массы неоднородного тела ТГ по 
известной объемной плотности р(М) этого тела, естественным 
образом приводит нас к понятию тройного интеграла. 

Для вычисления массы указанного тела Т разобьем его на 
достаточно малые участки 1, 12, ..., т. Приближенно можно 
считать объемную плотность р(М) каждого участка Ть посто- 
янной и равной р(Мь), где Мь— некоторая точка участка ТЬь. 
В таком случае масса каждого участка Ть будет приближенно 
равна р(Мь) - ук, где ок — объем участка Ть. 

Приближенное значение массы всего тела, Г будет равно сумме 


У. Р(МЬ) - ук. 
1 


Точное значение массы естественно определить как предел указан- 


ной суммы при неограниченном уменьшении !) каждого участ- 
ка Ть. Этот предел и может быть взят за определение тройного 
интеграла от функции р(Мь) по трехмерной области Т. 
Совершенно аналогично может быть рассмотрена, геометри- 
ческая задача, о вычислении объема так называемого криводон- 


1) Конечно, следует уточнить термин «неограниченное уменьшение». 
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ного цилиндра (т. е. объема изображенного на, рис. 2.1 тела, ле- 
жащего под графиком неотрицательной функции д = {(т, у) 
в некоторой двумерной области О). Эта, задал 
2=Кхи) Ча приводит к понятию двойного интеграла 
от функции }(5, у) по двумерной области О. 
В настоящей главе излагается теория 
двойных, тройных и вообще п-кратных инте- 
гралов. 

у Для более эффективного использования 
аналогии с однократным интегралом мы сна- 
чала введем понятие двойного интеграла для 

Е прямоугольника, а лишь затем введем двой- 
Рис. 21 ной интеграл по произвольной области как с 
помощью прямолинейного, так и с помощью 

совершенно произвольного разбиения этой области. 


= 


$ 1. Определение и существование двойного интеграла 


1. Определение двойного интеграла для прямоуголь- 
ника. Пусть произвольная функция }(х,у) определена всюду 
на прямоугольнике В = а< < х[с<у<4 (рис. 2.2). 

Разобъем сегмент а < т < 6 на п частичных сегментов при 
помощи точек а = 109 < 11! < 12 <... < д = В а сегмент 
с < у< на р частичных сегментов при помощи точек с = 10 < 
<и<у <... < =а. 

Этому разбиению при помощи прямых, параллельных осям 
От и Оу (рис. 2.2), соответствует разбиение прямоугольника К 
на п `р частичных прямоугольников / 

Вы = [бк << хит <УуЗи д 
(К =1,2,..., п: [= 1,2,..., р). Ука- 
занное разбиение прямоугольника А % 


обозначим символом Т. 91-1 

Всюду в дальнейшем в этой главе У1 
под термином «прямоугольник» мы 6бу- с 
дем понимать прямоугольник со сторо- а ка хе ЬХ 
нами, параллельными координатным Хк-1 Хи 1 
ОСЯМ. Рис. 2.2 


На каждом частичном прямоуголь- 
нике В; выберем произвольную точку (&, 11). Положив Аху = 
= тк — к_1, Аи = и - и_1, обозначим через ААь площадь 
прямоугольника Внц. Очевидно, АКь = Ать Ду. 

Определение 1. Число 


п Р 
=>.» (к, т) -АВы (2.1) 
1 
называется интегральной суммой функции Е(т, у), 
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соответствующей данному разбиению Г прямоугольника В ци 
данному выбору промежуточных точек (&, т) на частичных 
прямоугольниках разбиения Т. 


Диагональ \/(Ахь)? + (Ау)? будем называть диаметром 


прямоугольника В;. Символом А обозначим наибольший из 
диаметров всех частичных прямоугольников Вц. 
Определение 2. Число [Г называется пределом ин- 
тегральных сумм (2.1) при А - 0, если для любого по- 
лоэжительного числа Е можно указать такое полоэкительное 
число д, что при А < 9 независимо от выбора точек (&ь, т) на 
частичных прямоугольникахт В выполняется неравенство 


|“ [<е=. 


Определение 3. Функция {(т, у) называется инте2г- 


рируемой (по Риману) на прямоугольнике В, если су- 
ществует конечный предел Г интегральных сумм этой функ- 
ции при А 0. 

Указанный предел Г называется двойным интегра- 
ло мот функции { (т, у) по прямоугольнику В и обозначается 
одним из следующих символов: 


Г= | (а, ууаеау = || (Мао 
К К 


Замечание. Точно так же, как и для однократного опре- 
деленного интеграла (см. вып. 1, гл. 10, 8 1), устанавливает- 
ся, что любая интегрируемая на прямоугольнике В функция 
(т, у) является ограниченной на этом прямоугольнике. 

Это дает нам основание рассматривать в дальнейшем лишь 
ограниченные функции }(х, у). 

2. Существование двойного интеграла для прямо- 
угольника. Теория Дарбу, развитая в гл. 1 вып. 1 для одно- 
кратного определенного интеграла, полностью переносится на 
случай двойного интеграла в прямоугольнике Н. Ввиду полной 
аналогии мы ограничимся указанием общей схемы рассуждений. 

Пусть Ма и ть — точная верхняя и точная нижняя грани 
функции }(5, у) на частичном прямоугольнике Вы. Составим 
для данного разбиения Г прямоугольника В две суммы: 

верхнюю 


пр 
5=» >» Мы. АВы 


К=1 [=1 


п Р 
=>» ты-АВы. 


К=1 [=1 


И НИЖНЮЮ 
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Справедливы следующие утверждения (доказательства их 
полностью аналогичны доказательствам, приведенным в п. 282 
гл. 10 вып. 1). 

1°. Для любого фиксированного разбиения Т и любого Е > 0 
промежуточные точки (&у, т) на частичных прямоугольникахт 
В можно выбрать так, что интегральная сумма с будет 
удовлетворять неравенствам 0 <5-в<.:. 

Точки (<, Ш) можно выбрать и таким образом, что ин- 
тегральная сумма будет удовлетворять неравенствам 0 < 
<о-—-3<Е. 

2°. Если разбиение Т' прямоугольника В получено путем 
добавления новых прямых к прямым, производящим фразбие- 
ние Т, то верхняя сумма 5' разбиения Т'’ не больше верхней 
суммы 5 разбиения Т, а нижняя сумма 3' разбиения Т' не менъ- 
ше нижней суммы 3 разбиения Т, т. е. 


3<8, 5<5. 


3°. Пусть Т' и Т" — любые два разбиения прямоугольни- 
ка В. Тогда нижняя сумма одного из этих разбиений не превос- 
тодит верхнюю сумму другого. Именно, если 8', 5’ и 3", 5" — 
соответственно нижние и верхние суммы разбиений Т' и Т", 
то / И И / 

8 <0, з <5. 

4°. Множество {5} вертних сумм дачной функции 1(х, у) 
для всевозможных разбиений прямоугольника В ограничено 
снизу. Множество {3} нижних сумм ограничено сверту. 

Таким, образом, существуют числа 


Т= ш# {5}, Г=зар {3}, 
называемые соответственно верхним и нижним ин 
тегралами Дарбу (от функции [(т, у) по прямоуголъ- 
нику В). 
Легко убедиться, что [< Г. 


5°. Пусть разбиение Т'’ прямоугольника В получено из раз- 
биения Т добавлением к последнему р новых прямых, и пусть 
8', 5’ из, 5 — соответственно нижние и верхние суммы, раз- 
биений Т'иТ. 

Тогда для разностей 5 — 5" ци 3' — 3 может быть получена 
оценка, зависящая от максимального диаметра А частично- 
го прямоугольника разбиения ТТ, числа р добавленных прямых, 
точных граней М и т функции {(х, у) на прямоугольнике В и 
от диаметра 4 прямоугольника В. 

Именно 
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6°. Вертний и нижний интегралы Дарбу Г и Гот функиии 
Т(т, у) по прямоугольнику В являются соответственно преде- 


лами вертних и нижних сумм при А0 1. 

Из свойств 17—6° вытекает следующая основная теорема. 

Теорема 2.1. Для того чтобы ограниченная на прямоуголъ- 
нике В функция (т, у) была интегрируема на этом прямо- 
угольнике, необходимо и достаточно, чтобы для любого Е > 0 
нашлось такое разбиение Т прямоугольника К, для которого 
Ю-8<Е. 

Как и в гл. 10 вып. 1, теорема 2.1 в соединении с теоремой о 
равномерной непрерывности функции позволяет выделить важ- 
нейшие классы интегрируемых функций. 

Теорема 2.2. Любая непрерывная в прямоугольнике В функ- 
ция 1(т, у) интегрируема на этом прямоугольнике. 

Определение 1. Назовем элементарной фигурой 
множество точек, представляющих собой сумму конечного чис- 
ла прямоугольников (со сторонами, параллельными осям От 


и Оу) °). 

Определение 2. Будем говорить, что функция 1(х, у) об- 
ладает в прямоугольнике В (в произвольной замкнутой обла- 
сти 0) [-свойством, если: Т) }(х, у) ограничена в пря- 
моугольнике В (в области О); 2) для любого Е > 0 найдется 


элементарная фигура, содержащая все точки и линии разрыва 
функиии (т, у) и имеющая площадь, меньшую в. 


Теорема 2.3. Если функция (т, у) обладает в прямоуголъ- 
нике К [-свойством, то она интегрируема на этом прямо- 
угольнике. 

Доказательство теорем 2.2 и 2.3 полностью аналогично до- 
казательству теорем 10.3 и 10.4 из вып. 1. 

3. Определение и существование двойного интеграла 
для произвольной области. В п. 1$ 2 гл. 11 вып. 1 были вве- 
дены понятия квадрируемости и площади плоской 
фигуры ©. Эти понятия без каких-либо изменений переносят- 
ся на случай произвольного ограниченного множества © точек 
плоскости. 


1) Понятие предела верхних или нижних сумм определяется в полной ана- 


логии с понятием предела интегральных сумм. Именно, число [ называется 
пределом верхних сумм 5 при А -» 0, если для любого = > 0 можно указать 


6 > 0 такое, что |5 — 1 < при АД <5. 


2) Заметим, что сумма конечного числа совершенно произвольных прямо- 
угольников (со сторонами, параллельными осям Ох и Оу) представима в 
виде суммы также конечного числа не имеющих общих внутренних то- 
чек прямоугольников (со сторонами, параллельными указанным осям). По- 
этому в определении 1 можно брать прямоугольники, как имеющие общие 
внутренние точки, так и не имеющие их. 
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Во всех определениях и утверждениях указанного пункта 
вместо фигуры © можно брать произвольное ограниченное мно- 
жество (). 

В том же пункте было дано определение кривой (или грани- 
цы фигуры) площади нуль: Г называется кривой пло- 
шади нуль, если для любого = > 0 найдется многоугольник, 
содержащий все точки Г и имеющий площадь, меньшую &. 

Отметим, что в этом определении термин «многоугольник» 
можно заменить термином «элементарная фигура». Это следует 
из того, что любая элементарная фигура является многоуголь- 
ником, а любой многоугольник с площадью, меньшей числа 5, 
содержится в элементарной фигуре, имеющей площадь, мень- 


шую числа 8 !). 

Легко доказать следующее утверждение. 

Если Г имеет площадь нуль и если плоскость покрыта квад- 
ратной сеткой с шагом В, то для любого Е > 0 найдется В > 0 
такое, что сумма площадей всет имеющих общие точки с Г 
квадратов меньше в. 

В самом деле, для любого =Е > 0 можно фиксировать неко- 
торую элементарную фигуру ©, содержащую внутри себя Г и 
имеющую площадь, меньшую &/4. После этого остается заме- 
тить, что при достаточно малом шаге квадратной сетки № все 
квадраты, имеющие общие с Г точки, содержатся в элементар- 
ной фигуре, получающейся заменой каждого прямоугольника () 
вдвое большим прямоугольником с тем же центром. 

Подчеркнем, что класс кривых площади нуль весьма широк. 
Этому классу принадлежит, например, любая спрямляемая кри- 
вая (см. теорему 11.3 вып. 1). 

Перейдем теперь к определению двойного интеграла для про- 
извольной двумерной области ПД. 

Пусть 2) — замкнутая ограниченная область, граница, Г ко- 
торой имеет площадь нуль, а }(х, у) — произвольная функция, 
определенная и ограниченная в области ПД. 

Обозначим через В любой прямоугольник (со сторонами, 


параллельными координатным осям), содержащий область О 
(рис. 2.3). 


1) В самом деле: 1) многоугольник равен конечной сумме треугольников; 
2) каждый треугольник равен сумме (или разности) двух прямоугольных тре- 
угольников; 3) прямоугольный треугольник содержится в прямоугольнике, 
вдвое большем по площади; 4) любой прямоугольник равен сумме конечно- 
го числа квадратов и одного прямоугольника, отношение сторон которого 
заключено между Т и 2; 5) любой квадрат содержится во вдвое большем по 
площади квадрате со сторонами, параллельными осям Ох и Оу; 6) любой 
прямоугольник с отношением сторон, заключенным между 1 и 2, может 
быть дополнен до квадрата и потому содержится во вчетверо большем по 
площади квадрате со сторонами, параллельными осям От и Оу. 
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Определим в прямоугольнике В следующую функцию: 


1(т, у) в точках области О, 


ЕР —= 2.2 
(2, у) 0 в остальных точках В. (2.2) 


Определение. Функиию {(х, у) будем называть интег- 


рируемой в области О, если функция Е(т, у) интегри- 
руема в прямоугольнике П. 


При этом число Г = || Е(х, у) 4х назовем двойным интег- 


в 
ралом от функции {(т, у) по области Ри у 
обозначим символом В 


Г= || 1(х, у) атау = || (Мас 
р р 


Замечание 1. Из этого опреде- 
ления сразу же вытекает, что интеграл 


[[1.-ах4у равен площади области О. В Рис. 2.3 
р 


самом деле, подвергая соответствующий прямоугольник И все 
более мелким разбиениям, мы получим, что верхние суммы этих 
разбиений будут равны площадям элементарных фигур, содер- 
жащих 0), а нижние суммы — площадям элементарных фигур, 
содержащихся в /). 

Замечание 2. Пусть функция 1(т, у) интегрируема в 
ограниченной квадрируемой области О, плоскость покрыта 


квадратной сеткой с шагом |, Ст, (2, ..., Си(ь) — квадратиы 

указанной сетки, целиком содержащиеся в области О, 

(Ск, Пк) — произвольная точка квадрата Сь, ть = Е (т, у) 
к 

(Е =1,2,... — Тогда каждая из сумм 


ле, к) Сы [а 


имеет предел при р — 0, равный || ри у) 4х ау. 
р 


Для доказательства, достаточно заметить, что указанные сум- 
мы отличаются от обычной интегральной суммы (соответствен- 


но от нижней суммы) функции {(т, у) в области О только от- 
сутствием слагаемых по квадратам, имеющим общие точки с 
границей Г области Ш), причем сумма всех отсутствующих слага- 
емых по модулю меньше произведения точной верхней грани М 
функции |} (5, у)| в области О на площадь 5 элементарной фи- 
гуры, состоящей из квадратов, имеющих общие точки с Г. Со- 
гласно доказанному выше утверждению © -} 0 при й - 0. 
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В отношении данного нами определения естественно возни- 
кает вопрос, зависит ли факт существования двойного интегра- 
ла и его величина Г от 1) выбора на плоскости координатных 
осей Ох и Оу; 2) выбора прямоугольника В, на котором мы 
определяем функцию Ё(х, у). 

В следующем пункте мы дадим другое определение интегри- 
руемости функции }(т, у) и двойного интеграла, не зависящее 
ни от выбора координатных осей, ни от выбора прямоугольни- 
ка В, и докажем эквивалентность этого определения приведен- 
ному выше. 

Пока же мы укажем следующую основную теорему, почти 
непосредственно вытекающую из теоремы 2.3 и из данного выше 
определения. 

Теорема 2.4. Если функция {(х, у) обладает в области О 
[-свойством, то она интегрируема в области ШО. 

Доказательство. Для такой функции }(т, у) функция 
Е(т, у), определенная формулой (2.2), будет обладать /[-свойст- 
вом в прямоугольнике ЮВ. 

В самом деле, функция Е(х, у) ограничена в прямоугольни- 
ке В и все точки и линии разрыва этой функции либо совпадают 
с соответствующими разрывами }(т, у), либо лежат на грани- 
це Г области 0. Поскольку Г имеет площадь нуль, теорема до- 
казана. 

Следствие 1. Если функция (т, у) ограничена в облас- 
ти О и имеет в этой области разрывы лишь на конечном чис- 
ле спрямляемиых линий, то }(х, у) интегрируема в области ШО. 


Следствие 2. Если 1(т, у) интегрируема в области ШО, а 
2(т, у) ограничена и совпадает с 1(х, у) всюду в О, за исключе- 


нием множества точек площади нуль, то и 2(т, у) интегри- 
руема в области 0. 


4. Определение двойного интеграла при помощи про- 
извольных разбиений области. Выше мы определили двой- 
ной интеграл, исходя из разбиения области прямыми линия- 
ми на, конечное число частичных прямоугольников. В этом пункте 
мы сформулируем другое определение двойного интеграла, осно- 
ванное на разбиении области 0) любыми кривыми площади нуль 
на конечное число частичных областей произвольного вида, и 
докажем, что это определение эквивалентно данному выше. 

Пусть 2) — замкнутая ограниченная область, имеющая гра- 
ницу Г площади нуль. Разобьем область 2) при помощи конечно- 
го числа произвольных кривых площади нуль на конечное чис- 
ло г (не обязательно связных!) замкнутых частичных областей 
От, 25, ..., 0. 

Заметим, что каждая область [); квадрируема, ибо граница, 
ее имеет площадь нуль (см. вып. 1, гл. 11, $ 2) и обозначим 
символом АД; плошаль области П.. 
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В каждой частичной области 1); выберем произвольную точ- 


ку Р.(6, п:). 
Определение 1. Число 


д = >. /Р) АР; (2.3) 


называется интегральной суммой функиии (т, у), 
соответствующей данному разбиению области О) на частич- 
ные области [); и данному выбору промежуточных точек Р; в 
частичных областях. 

Назовем диаметром области 10); точную верхнюю 
грань расстояний между двумя любыми точками этой области. 


Символом А обозначим наибольший из диаметров частичных 
областей Пу, 125,..., 0... 
Определение 2. Число Г называется пределом ин- 


тегральных сумм (2.3) при А - 0, если для любого по- 
лоэжительного числа Е можно указать такое положительное 


число д, что при А < д независимо от выбора точек Р; в час- 
тичных областях 0; выполняется неравенство 


|“ — [| <=. 


Определение 3 (общее определение интегрируемости). 
Функция 1(т, у) называется интегрируемой (по 
Риману) в области О, если существует конечный предел Г 


интегральных сумм о этой функции при А — 0. Указанный 
предел называется двойным интегралом от функ 
ции ](т, у) по области Ш. 

Докажем следующую фундаментальную теорему. 

Теорема 2.5. Сформулированное общее определение интег- 
рируемости эквивалентно определению, данному в п. 3. 

Доказательств 0. Очевидно, что если функция {(5, у) 
интегрируема, согласно общему определению интегрируемости, 
и ее двойной интеграл, согласно этому определению, равен Г, то 
эта, функция интегрируема и, согласно определению п. 3, имеет, 
согласно этому определению, тот же самый двойной интеграл [. 

Остается доказать, что если функция {(т, у) интегрируема 
в области 0), согласно определению п. 3, и [— двойной интег- 
рал от }Ё(х, у) по области О), согласно этому определению, то 


для функции ] (5, у) существует равный /[ предел интегральных 
сумм о при А -— 0. 


Обозначим через М; и т; точную верхнюю и точную ниж- 
нюю грани функции }(т, у) в частичной области О) и введем в 


3 В.А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 
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рассмотрение верхнюю и нижнюю суммы 


т т 
1=1 1=1 
Так как для любого разбиения 


5<0<5, 
то достаточно доказать, что обе суммы © и $ стремятся к [ при 


А 0. 
Требуется доказать, что для любого = > 0 найдется 0 > 0 


такое, что каждая из сумм © и $ отклоняется от [ меньше чем 


на = как только А <.д. 

Фиксируем произвольное = > 0. Для этого = найдется раз- 
биение Т содержащего область 2) прямоугольника НД на час- 
тичные прямоугольники Вх такое, что для него 


5—3< 5. (2.4) 


Обозначим через Мб точную верхнюю грань |}(х, у)| в обла- 
сти О и заключим все отрезки прямых, производящих разбие- 
ние Т, и границу Г области Л) внутрь элементарной фигуры, 
площадь которой меньше числа =/(4Мо). 

Тогда заведомо существует положительная точная 
нижняя грань д расстояния между двумя точками, одна из ко- 
торых принадлежит границе указанной элементарной фигуры, 
аа лругая — отрезкам прямых, производящих разбиение Т, или 


границе Г области О !). 


Докажем, что для сумм © и $ любого разбиения области О, 
удовлетворяющего условию А < д, справедливы неравенства 


< 9+5, (2.5) 


8-5< 8. (2.6) 


1) В самом деле, рассмотрим два множества: 1) множество {Р} всех точек 
границы указанной элементарной фигуры и 2) множество {@)} всех точек 
отрезков разбиения Ти границы Г области О. Оба множества {Р} и {0} 
ограничены и замкнуты. Предположим, что точная нижняя грань д рас- 
стояния р(Р, ©) равна нулю. Тогда найдутся две последовательности точек 
{Ри} и {О„} такие, что р(Р», О») $ 0. Из указанных последовательностей 
в силу теоремы Больцано-Вейерштрасса, можно выделить сходящиеся под- 
последовательности {Рь,„} и {Оь, }, пределы Р и О которых (в силу замкну- 
тости) принадлежат соответственно {Р} и {©}. Но тогда р(Р, ©) = 0, т. е. 
точки Р и (С) совпадают, что невозможно, ибо множество {()} лежит строго 
внутри элементарной фигуры и не имеет общих точек с {Р}. Полученное 
противоречие доказывает положительность д. 
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Ограничимся доказательством неравенства (2.5), ибо неравен- 
ство (2.6) доказывается аналогично. 


Удалим из суммы © все слагаемые М; -АД;, соответствующие 
областям О;, каждая из которых не лежит целиком в одном 
частичном, прямоугольнике разбиения Т. Все такие области 0; 
принадлежат указанной выше элементарной фигуре, а поэтому 
общая сумма площадей таких областей меньше числа =/(4Мбо). 


Стало быть, сумма всех удаленных слагаемых М; -АГ);, мень- 
ше числа 5/4. 

Таким образом, с ошибкой, не превышающей =/4, справед- 
ливо равенство 


5=У`М;. Др, (2.7) 


гле штрих обозначает, что сумма распространена, лишь на обла- 
сти [);, целиком лежащие в соответствующих прямоугольни- 
кат разбиения Т. 


Заменим теперь в правой части (2.7) точные грани М; в обла- 
стях О;, содержащихся в частичном прямоугольнике В», точной 
верхней гранью Мк в прямоугольнике Ку. Тогда получим 


У`мМ;. др; <У`М,. АВЕ, (2.8) 
К 


где АД, обозначает площадь области Ву, равной сумме всех 
областей Г);, целиком содержащихся в прямоугольнике Ду. 


Все области ВА; — В» принадлежат выбранной выше элемен- 
тарной фигуре. Поэтому 


оч & 
2 АВ — АА») < АМ’ 


и, стало быть, 


5-м, - А 
К 


У МВ» — ДА, < .. 
К 


Таким образом, с оптибкой, не превышающей =/4, справедливо 
равенство 


У `Мь- АР, = 5. (2.9) 
К 


Сопоставляя справедливые с ошибкой, не превышающей =/4, ра- 
венства (2.7) и (2.9) с неравенством (2.8), мы получим неравен- 
ство (2.5). 

Аналогично доказывается неравенство (2.6). 


3* 
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Из (2.5) и (2.6) получим 
8-5 << 5<9+-. (2.10) 


Так как в силу (2.4) каждая из сумм 8 и © отклоняется от [ 


меньше чем на =/2, то каждая из сумм $ и © в силу (2.10) от- 
клоняется от [ меньше чем на =. Теорема доказана. 


$ 2. Основные свойства двойного интеграла 


Свойства двойного интеграла (и их вывод) вполне аналогичны 
соответствующим свойствам однократного определенного инте- 
грала. Поэтому мы ограничимся формулировкой этих свойств. 

1°. Аддитивность. Если функция }(т, у) интегрируема 
в области Г) и если область 0) при помощи кривой Г площади 
нуль разбивается на две связные и не имеющие общих внутрен- 
них точек области 01 и 05, то функция / (5, у) интегрируема в 
каждой из областей 01 и Г), причем 


Г У(х, у) ахау = |] Е(т, у) агау + |] (т, у) агау. 
р 21 79) 


2°. Линейное свойство. Если функции }(х, у) иё(т, у) 
интегрируемы в области 0, а а и В— любые вещественные 
числа, то функция [а : }(т, у) + В: 2(т, у)| также интегрируе- 
ма в области 0), причем 


Ге (о, у) +В. 2(т, у)] а 4у = 
= а Ре, у) Че ау + В Г вт. у) ат ау. 


3°. Если функции }(хт, у) и 2(5, у) интегрируемы в обла- 
сти О, то и произведение этих функций интегрируемо в 0. 

4°. Если }(х, у) и 2(т, у) обе интегрируемы в области О и 
всюду в этой области }(х, у) < 2(х, у), то 


ЛУ (г, у) Чт ау < Г] (г, у) Чт у. 


5°. Если /(х, у) интегрируема в области О, то и функция 
| (х, у)| интегрируема в области О, причем 


И {(т, у) у < ГЕ, даша. 
р р 


(Конечно, из интегрируемости |] (5х, у)| в О не вытекает интег- 
рируемость }(т, у) в О.) 
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6°. Теорема о среднем значении. Если обе функ- 
ции } (т, у) иЕ(х, у) интегрируемы в области О, функция 2(х, у) 
неотрицательна (неположительна) всюду в этой области, М 
и 1 — точная верхняя и точная нижняя грани функции / (5, у) в 
области О, то найдется число и, удовлетворяющее неравенству 
т < и < М и такое, что справедлива формула 


Л 1(х, уЕ(т, у) атау = и. в у) ах ау. (2.11) 


В частности, если функция }(х, у) непрерывна в Д, а об- 
ласть ) связна, то в этой области найдется Г) такая точка 
(&, 1), что и = }(&, 1), и формула (2.11) принимает вид 


Л 1(х, у) (т, у) ас 4у = (Е, т) И (2, у) ат ау. 


7°. Важное геометрическое свойство. ||1. ахау 
р 


равен площади области О. (Это свойство, как уже отмечалось 
выше, непосредственно вытекает из определения интегрируемо- 
сти, данного в п. 38 1.) 


$ 3. Сведение двойного интеграла к повторному 
однократному 


Излагаемое в этом параграфе сведение двойного интеграла 
к повторному однократному является одним из эффективных 
способов вычисления двойного интеграла. 

1. Случай прямоугольника. 

Теорема 2.6. Пусть для функции }(х, у) в прямоугольнике 
В = |а < т < Ых (с < у < 4] сушествует двойной интеграл 


ГГ Т(х, у) азау. 
к 


Пусть далее для каждого т из сегмента а < т < 6 суще- 
ствует однократный интеграл 


а 
Г 1(е, у) ау. (2.12) 


С 


= 
ь 
| 


Тогда существует повторный интеграл 


Ь а 
Г Г(2) ах = | ах | К(х, у) ау 


а, 


1) В силу теоремы 14.5 из вып. 1. 
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Ц справедливо равенство 


Ь а 
Л] (х, у) атау = } аз ] {(, у) ау. (2.13) 

в а С 
Доказательство. Как ив 8 1, разобьем прямоуголь- 
ник А с помошью точек а = 120 < 11 < 12 <... < Жж=Ьи 
с=у < и <12 <... «у = 4на п -р частичных прямоуголь- 


ников 
Вы = [1 < 2 < 1х И <У<Ии| 
(Е =1,2,...,п:[1=1,2,..., р). 
Положим Ахть = тк — хк_1, Аи = ци — ити обозначим через 


Мы и ты точные грани функции }(х, у) на частичном прямо- 
угольнике Ку. Тогда всюду на этом прямоугольнике 


тиы < 1(х, у) < Мы. (2.14) 


Положим в этом неравенстве т = &+ , где &, — произвольная 
точка сегмента |хь_1, Хк|, и после этого проинтегрируем (2.14) 
по 1 в пределах от у 1 до у. Получим 


и 
ти`Ащ< ] Л(6ь, у) ау < Ми- Ау. (2.15) 
У -1 


Суммируя (2.15) по всем Г от 1 до р и используя обозначение 
(2.12), будем иметь 


р р 
» ты: Аи < Ц&) < У_Мы- Ау. (2.16) 
[=1 [=1 
Далее умножим (2.16) на Ать и просуммируем по всем К от 1 
до п. Получим 


У. У тыДль Ду < УЕ) ‘Атк < У. У Мы ‘ Ать: Ду. 
1 1—1 1 Е [1 
(2.17) 


Пусть наибольший диаметр А частичных прямоугольников 
стремится к нулю. Тогда и наибольшая из длин Ахь стремится 
к нулю. Обрамляющие члены в (2.17), представляющие собой 
нижнюю и верхнюю суммы, стремятся при этом к двойному ин- 


тегралу || /(х, у) ах ау. 
Е 


Стало быть, существует предел и среднего члена в (2.17), 
равный тому же самому двойному интегралу. Но этот предел по 
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определению однократного интеграла равен 


Ь Ь а 
Г Г(2) ах = | ах | К(х, у) ау. 


а С 


Тем самым доказано существование повторного интеграла и ра- 
венство (2.13). Теорема, доказана. 

Замечание. В теореме 2.6 можно поменять 5 и у ролями, 
т. е. можно предположить существование двойного интеграла и 
существование для любого у из сегмента с < у < 4 однократного 
интеграла 


| 
К (у) = ] 1(х, у) ах. 


Тогда, теорема будет утверждать существование повторного ин- 
теграла 


а | 
ГК (у) ау = ] ау] 1(х, у) ах 


С 


и равенство 
а Ь 
Л (1, у) атау = [ ау | 1(т, у) аз. (2.18) 


2. Случай произвольной области. 

Теорема 2.7. Пусть выполнены следующие условия: 1) об- 
ласть О) ограничена, замкнута и такова, что любая прямая, 
параллельная оси Оч, пересека- 
ет границу этой области не 60- 
лее чем в двух точках, ординаты 
которых суть у1(х) и у2(х), где 
у1(2) < у2(т) (рис. 2.4); 2) функ- 
ция 1(т, у) допускает существо- 
вание двойного интеграла 


ГГ Т(х, у) ах ау 
р 


Рис. 2.4 
уЯ существование для любого т однократного интеграла 


у2(7) 
Г Т(х, у) ах ау. 
у1(5) 


При этих условиях существует повторный интеграл 


12 2 (т) 
[ ат [ Т(т, у) ах ау 
т1 у1(5) 
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(1 и т2— наименьшая и наибольшая абсциссы точек обла- 
сти 0) и справедливо равенство 


12 у2(т) 
(г, у) атау = ] ах ГЛ 11) ам. (2.19) 
71 1 (т 


Доказательство. Обозначим через В прямоугольник 
со сторонами, параллельными координатным осям, содержащий 
область О, а через Р(х, у) — функцию, совпадающую с {(5, у) 
в точках области ГП) и равную нулю в остальных точках В. Для 
функции ЁР(х, у) в прямоугольнике В выполнены все условия 
теоремы 2.7, и, стало быть, справедлива формула (2.13), которая 
(с учетом того, что Ё(т, у) равна нулю 
вне /) и совпадает с /(5х, у) в О) пере- 
ходит в формулу (2.19). Теорема дока- 
зана. 

Замечание. В теореме 2.7 мож- 
но поменять ролями хи у, т.е. мож- 
но предположить, что выполнены сле- 
дующие два условия: 1) область О та- 
кова, что любая прямая, параллельная 

Рис. 2.5 оси От, пересекает границу этой обла- 

сти не более чем в двух точках, абсцис- 

сы которых суть 21(у) и 12(у), где х1(у) < т2(у) (рис. 2.5); 

2) функция /(х, у) допускает существование по области О двой- 

ного интеграла и существование для любого у однократного ин- 
теграла, 


12(9) 


[ 1 (т, и) ах. 


11 (9) 


При выполнений этих двух условий существует повторный 
интеграл 


2 12(9) 
Г ау | Л(х, у) ах 
Ул 1 (чу) 


(ут и у2-— наименьшая и наибольшая ординаты точек обла- 
сти 2) и справедливо равенство 


2 12(9) 
Г] Е(х, у)атау = Г ау ] Г(хт, у) аз. (2.19) 
р У  21(У) 


Пример. Пусть область О — круг 17 + у? < В? (рис. 2.6), 
а /(т,у) = 12(Ё? - у2)3?. Любая прямая, параллельная оси 
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От, пересекает границу 1) не более чем в двух точках, абсциссы 


которых суть х1 = —^/А? — 12 и 12 = \/ Е? — 97? (см. рис. 2.6). 


Поэтому применяя формулу (2.19'), получим 


В /Е?-у? 
ГГ (т, ууатау= Га’ | 22(?-у)3? ав = 
р _В 


—\/В2—ч2 
В В? —у? В 
— В? 4/2) 3/2 2 ди — 2 В2—42)3 и, — 9 р’ 
= | (В^-у) 2 ат | Чу =. | (В -у) 9 =т- 
—В —_ В2—ч2 —В 


Замечание 2. В случае, если область 0) не удовлетворяет 
требованиям теоремы 2.7 или замечания 1 к этой теореме, часто 
удается разбить эту область на сумму конечного числа, областей 


Рис. 2.7 


такого типа, не имеющих общих внутренних точек. Тогда интег- 
рал по области О, в силу свойства аддитивности (см. свойство 1° 
из $ 2), равен сумме интегралов по соответствующим областям. 
Так, область 0), изображенную на рис. 2.7, удается разбить на, 
сумму трех областей П1, 125 и 03, к каждой из которых приме- 
нима или теорема 2.7 или замечание 1. 


$ 4. Тройные и п-кратные интегралы 


Изложенная нами теория двойного интеграла без каких-либо 
осложнений и новых идей переносится на случай тройного 
и вообще п-кратного интеграла. Остановимся на основных 
моментах теории п-кратного интеграла. 

Прежде всего договоримся считать, что объем п-мерного пря- 
моугольного параллелепипеда по определению равен произведе- 
нию длин всех его ребер, выходящих из одной вершины. 
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Далее договоримся называть элементарным телом множес- 
тво точек п7-мерного пространства, представляющее собой сум- 
му конечного числа п-мерных прямоугольных параллелепипе- 
дов, не имеющих общих внутренних точек и имеющих ребра, 
параллельные осям координат. 

Объем любого элементарного тела нам известен и равен сум- 
ме объемов составляющих его параллелепипелов. 

Пусть теперь 7) — произвольная ограниченная область в 
п-мерном евклидовом пространстве. Назовем нижним объ 
емом области 2) точную верхнюю грань У объемов всех со- 
держащихся в 1) элементарных тел, а верхним объемом 


области 0) — точную нижнюю грань У объемов всех элементар- 
ных тел, содержащих область 0. 


Легко убедиться в том, что У < У). __ 
Область 2) называется кубируемой, если У = У. При 


этом число У = У =\У называется п-мерным объемом 
области 0. 

В полной аналогии со случаем плоской области доказывается 
следующее утверждение. 

Для того чтобы п-мерная область 0 была кубируемой, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для любого полоэкительного чис- 
ла Е нашлись два элементарных тела, одно из которых содер- 
жит 0, а другое содержится в 0, разность объемов которых 
по модулю меньше числа в. 

Поверхностью (или многообразием) п-мерно- 
го объема нуль договоримся называть замкнутое множе- 
ство, все точки которого принадлежат элементарному телу как 
угодно малого п-мерного объема. 

Очевидно, что п-мерная область 2) кубируема, тогда и только 
тогда, когда граница, этой области представляет собой многооб- 
разие п-мерного объема нуль. 

Сначала п-кратный интеграл от функции п переменных 
Т(т1, 2,..., Жи) определяется в п-мерном прямоугольном па- 
раллелепипеде В, ребра которого параллельны осям координат. 

С этой целью мы производим разбиение каждого из п ребер 
параллелепипеда А на конечное число частичных сегментов и 
таким путем получаем разбиение Т параллелепипеда, А на ко- 


нечное число частичных п-мерных параллелепипедов 2). 

Для указанного разбиения Т в полной аналогии со случаем 
п = 2 определяются интегральная, верхняя и нижняя суммы 
любой ограниченной функции ] (11, 12, ..., бп). 


1) Неравенство У < У доказывается точно так же, как неравенство Р <Р 
вп. 18$ 2 гл. 11 выц. 1. 


2) Можно сказать, что разбиение Т' осуществляется с помощью конечного 
числа (п — 1)-мерных гиперплоскостей, параллельных координатным осям. 
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п-кратный интеграл от функции }(51, 12, ... , 2.) по парал- 
лелепипеду В определяется как предел интегральных сумм при 
стремлении к нулю длины наибольшей из диагоналей частичных 
п-мерных параллелепипедов. 

Как и для случая п = 2, теория Дарбу устанавливает необ- 
ходимое и достаточное условие интегрируемости в следующей 
форме: для интегрируемости функици | в параллелепипеде В 
необходимо и достаточно, чтобы для любого Е > 0 нашлось раз- 
биение Т параллелепитеда В, для которого разность верхней и 
ниосней сумм была меньше в. 

После этого легко определить п-кратный интеграл от функ- 
ции / по произвольной замкнутой ограниченной п-мерной обла- 
сти 0), граница которой имеет п-мерный объем нуль. 

Этот интеграл определяется как интеграл по содержащему 
область О) п-мерному прямоугольному параллелепипеду В (с 
ребрами, параллельными координатным осям) от функции Р, 
совпадающей с } в области О) и равной нулю вне 0. 

Для обозначения п-кратного интеграла от функции }(71, 


Т2,..., Фи) по области О естественно использовать символ 


ТГ... ГЛ(21, 12, ..., бо) ат 412... Ат. (2.20) 
р 


Однако для сокращения записи там, где это не будет вы- 
зывать недоразумений, мы будем обозначать интеграл (2.20) 
кратким символом 


Г Т(2) ах. (2.20') 
р 
При краткой записи (2.20'’) под символом 1х следует понимать 
точку 1 = (51, 12,..., Хи) пространства Е”, под символом 45 — 
произведение 4х = 4х1 452... ати Г), а под знаком /| — п-крат- 
р 


ный интеграл по п-мерной области 0. 

Точно так же, как и для случая п = 2, доказывается интегри- 
руемость по п-мерной области 0 любой функции [, обладающей 
в области О [-свойством (т. е. ограниченной в области О 
функции, все точки разрыва которой принадлежат элементар- 
ному телу как угодно малого п-мерного объема). Вообще изме- 
нение интегрируемой функции } на множестве точек п-мерного 
объема нуль не изменяет величины интеграла от этой функции. 

Для определения п-кратного интеграла, можно использовать 
разбиение области 0 при помощи конечного числа произволь- 
ных многообразий объема нуль на конечное число частичных 
областей произвольной формы. В полной аналогии с теоремой 
2.5 доказывается, что такое общее определение п-кратного ин- 
теграла, эквивалентно указанному выше определению. 


1) Это произведение обычно называют элементом объема в пространстве Е”. 
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В полной аналогии с теоремами 2.6 и 2.7 устанавливается 
формула повторного интегрирования для интег- 
рала (2.20). 

Пусть п-мерная область 0» обладает тем свойством, что 
любая прямая, параллельная оси Отт, пересекает ее границу не 
более чем в двух точках, проекици которых на осъ Отт суть 


а(т2, тз,.... 5) и 6(12, 13,..., 50), 
где а(т2, тз,..., тп) < 6(12, 13, ..., 4). 
Пусть далее функция }(х1, 12,... ‚ 2п) допускает существо- 


вание п-кратного интеграла 


ТТ... ГЛ(2л, 12, ..., т) ат 412... ат 
и 


и сушествование для любых т2, ТЗ, ... , тп однократного интег- 
рала 
(2, тз,..., п) 
[ Т(т1, 12,..., бп) 471. 
а(т2,тз,....Жь) 


Тогда существует, (п — 1) -кратиный интеграл 


(2, тз,..., п) 
[Т... | 422 4хз... тт [ (1, 12, ..., п) ах1 
Ои—1 а(т2,тз,....Жь) 


по (п — 1)-мерной области Опт, являющейся проекцией О» на 
коофдинатную гиперплоскость От2тз...ти и справедлива фор- 
мула повторного интегрирования 


ТТ... ГЛ(ть, 12, ...) п) 471 412... = 
Пт 


(2, тз,..., п) 
=]... [422 4хз... тп [ Т(т1, 12,..., Жи) 4х1. (2.21) 
Пп—1 а(т2,Тз,....Жь) 


Конечно, в сформулированном утверждении в роли 11 может 
выступать и любая из переменных 12, т3, ... , Ти. 

Мы договоримся называть область [) простой, если каж- 
дая прямая, параллельная любой координатной оси, либо пере- 
секает ее границу не более чем в двух точках, либо имеет на этой 
границе целый отрезок. 

Для простой области формулу повторного интегрирования 
можно применять по любой из переменных 11, 12, ... , Тм. 

Примером простой области может служить п-мерный пря- 
моугольный параллелепипед (ребра, которого не обязательно па- 


раллельны координатным осям). 
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В заключение отметим, что для п-кратного интеграла, оста- 
ются справедливыми свойства, 1°`-7°, сформулированные в $8 2 
для случая двойного интеграла. 

В частности, |]... |1: 421 412... 4ть равен п-мерному объ- 

р 


ему У(Д) области О. 

Кроме того, как и для случая п = 2, справедливо следующее 
утверждение. 

Пусть функция 1(т1, 12,..., 2) интегрируема в ограни- 
ченной кубируемой области О. Пусть далее пространство Е" 
покрыто сеткой п-мерных кубов с ребром |; Ст, (2, ... С) — 
те кубы указанной сетки, которые целиком содержатся в О: 
(&®), #0). ...) #0) — произвольная точка куба Су; ть — точ- 
ная нижняя грань функции | в кубе Сь (Е = 1,2,..., п(В)). 
Тогда суммы 


и п(р) 
К—1 К=1 


имеют предел при В, —} 0, равный 


ТТ... ГЛ(тл, 12, ... , т) ат 422... 4ть. 
р 


$ 5. Замена переменных в 7п-кратном интеграле 


Целью настоящего параграфа является обоснование форму- 
лы замены переменных в П-кратном интеграле. 

Устанавливаемая формула является одним из важнейших 
средств вычисления п-кратного интеграла. 

Предположим, что функция }(у1, у2, ..., п) допускает су- 
ществование п-кратного интеграла 


УЛ) ау = М... 2, ..., т) 41 4у2...@/и (2.22) 


по некоторой ограниченной замкнутой кубируемой области РО 
в пространстве переменных 1/1, 12, ... , и. Предположим далее, 
что от переменных 1/1, 2, ..., Уи мы переходим к новым пере- 
менным 11, 12, ..., Ти, т. е. совершаем преобразование 


м — (51, 42, ..- 5 Тв), 


92 — > (тт, 12, ...,› Тт,), (2 23) 


Уп = и (тт, 42. ... 5 Ти). 
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Кратко преобразование (2.23) будем обозначать символом 


у = (т), 
понимая под 1 и у точки п-мерного пространства х = (51, 12, ... 


п), У = (91, 12, ..., т), а под символом ф— совокупно- 


сти п функций Чт, 2, "*.) Чт. 
Обозначим символом ДП)’ ту область в пространстве перемен- 
ных 21, 12,..., Фи, которая при преобразовании (2.23) перехо- 


дит в О, т. е. положим, что В = 4(0’ 1). 


Мы докажем, что если функции (2.23) имеют в области О’ 
непрерывные частные производные первого порядка и если яко- 
биан 


Ру) — Рф, 42, ..., \) (2.24) 
Р(х) Р(хт, 12,..., бп) 


отличен в области О’ от нуля, то для интеграла (2.22) справед- 
лива следующая формула замены переменных: 


] Гуа = ] Е 
р р’ 


В подробной записи формула (2.25) имеет следующий вид: 


(2.25) 


Р(х) 


ТТ... Гл, 92, ... ‚ Уп) аут 4у2... ау = 
р 
= [[.- [ль Т2,..., бп), ..., (21, 42, ..., 5) Хх 
р’ 
х ран) 4х1 4т2...4ти. (2.25') 
Р(хт, 12,..., бп) 


Таким образом, мы докажем следующую основную теорему. 

Теорема 2.8. Если преобразование (2.23) переводит, область 
О' в О и является взаимно однозначным и если функции (2.23) 
имеют в области О’ непрерывные частные производные пер- 
вого порядка и отличный от нуля якобиан (2.24) 2) то при 
условии существования интеграла (2.22) справедлива формула 
замены переменных (2.25'). 


1) При этом мы предполагаем, что преобразование (2.23) допускает обрат- 
ное и что О’ =ф (О). 

2) Заметим, что при выполнении условий теоремы 2.8 уравнения (2.23) 
можно разрешить относительно т1, 12, ..., Хь, причем полученное на этом 
пути обратное преобразование х = ф`"(у) будет в силу теоремы 14.2 из 


вып. 1 иметь в области О непрерывные частные производные первого по- 
рядка и отличный от нуля якобиан Д(х)/Т(у). 
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Доказательство теоремы 2.8 не является элементарным. Ос- 
новная идея приводимого нами доказательства, состоит в том, 
что мы сначала даем обоснование формулы (2.25) для случая, 
когда преобразование (2.23) является линейным, а затем 
сводим к этому случаю общее преобразование (2.23). 

Ради удобства, мы будем подразделять доказательство тео- 
ремы 2.8 на отдельные пункты. 

Доказательство теоремы 2.8. 

1°. Лемма 1. Если преобразование 2 = ф(т) является су- 
перпозицией (или, как обычно говорят, произведением) 


двух преобразований у = ч1(т) и 2 = 142(у), то якобиан те 
ИЯ 
- ., 0 0 0 0 
взятый в любой точке 1 = (11, 12,...,Тп), равен произведе- 
нию якобианов 2) и Р@) взятых соответственно в точках 
(т) Ру’ 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 = (21, 12,..., 2) цу = (91, 42, ..., 0), где у = 41 (1), т. е. 
Р(=) — Р(2) Ра) (2.26) 


2(=) Ту) Р(=) 


В подробной записи формула (2.26) выглядит так: 


Р(л, 22, +...) 2) — Р(2л, 22, +...) 2) , Р(ул, 92, ...) Уп) (2 26’) 
Р(ть, т, ... ‚ бт) Р(у1, у2, ... ‚ Уп) Р(ть, т, ... ‚ Яо) 
Доказательство леммы 1. Элемент, стоящий на пе- 
- (=) 02: 
ресечении 1-Й строки и К-го столбца якобиана -(-у Равен 
ИЯ Тк 


0 
причем указанная частная производная берется в точке т. По 
правилу дифференцирования сложной функции (см. $ 7 гл. 14 
вып. 1), этот элемент равен 


п 

02; д: О 

—= - 2.27 

Оть >. ди дхь’ } 
[—=1 


.. Оу 
причем в правой части (2.27) все частные производные ри бе- 
Ть 


21 


Оу 


— В соответст- 


0 
рутся в точке 5, а все частные производные 


0 0 
вующей точке у = 11 (2). 

Из справедливых при любых 1 = 1, 2,..., ПИК=1,2,...,П 
равенств (2.27) и из теоремы об определителе произведения двух 
матриц (см. вып. 4 «Линейная алгебра») непосредственно выте- 
кает формула (2.26). 

Лемма 1 доказана. 
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2°. Прежде чем формулировать следующую лемму, напомним 
определение линейного преобразования координат. 

Линейным преобразованием называется преоб- 
разование вида 


1 = а1111 + а1212 +...-Ё @т5Фи, 
— 42151 - 42212... а2пФи, 
2 2151 2252 пт (2.28) 


Уп = ат1Т1 + @п212 +... - ати, 


в котором ак (1 =1,2,.... 0 Е =1,2,..., п) суть произволь- 
ные постоянные числа. 
Кратко линейное преобразование (2.28) мы будем обозначать 


символом у = Тх, понимая под 1 и у точки х = (11, 12, ..., 5) 
и у = (91, 12, ..., 2) пространства Ё”, а под Т — матрицу Т = 
= ак || 1=1,2,..., п: Е=Т2,..., п). 


Матрицу Т обычно называют матрицей линейного 
преобразования. 

Если определитель матрицы линейного преобразования 4её Г 
отличен от нуля, то линейное преобразование у = Тт называет- 
ся невырожденным. Для такого преобразования в силу 


теоремы Крамера \) уравнения (2.28) можно разрешить отно- 
сительно 11, 12,..., ти и утверждать существование обратного 
преобразования 5 = Т` "у, которое также является линейным и 
невырожденным. 

Заметим еще, что для линейного преобразования (2.28) яко- 
Р(у) 

(+) 

преобразования, т. е. 


биан 


совпадает с определителем матрицы Т указанного 


РУ) — ат. (2.29) 
Р(х) 


Основной целью настоящего пункта, и следующих двух пунк- 
тов является доказательство того, что для произвольного линей- 
ного невырожденного преобразования (2.28) справедлива фор- 
мула, замены переменной (2.25). В силу соотношения (2.29), до- 


статочно доказать, что для любого линейного невырожденного 
преобразования у = ТГт справедлива формула 


Га = | Г(тзаеет аа (2.30) 
р Тт-1р 


(при условии, что существует интеграл в левой части этой фор- 
мулы). 


1) Теорему Крамера см. в вып. 4 «Линейная алгебра». 
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В настоящем пункте мы докажем, что формула (2.30) спра- 
ведлива для двух специальных типов линейных преобразований: 
1} линейного преобразования Т ^, заключающегося в том, что 
1-я координата умножается на вещественное число Л +2 0, а все 
остальные координаты не изменяются !), и 2) линейного пре- 
образования 11;, заключающегося в том, что к 1-й координате 
добавляется 1-я координата, а, все координаты, кроме 1-й, не из- 
меняются 

Лемма 2. Если функция 1(у) интегрируема в области О, 
то для каждого из преобразований ТА и Ту; справедлива форму- 
ла замены переменных (2.30). 

Доказательство леммы 2. Обозначим через В п-мер- 
ный прямоугольный параллелепипед, содержащий область 0), 
а через РЕ — функцию, равную { в области О и равную нулю 
в В - ). Достаточно доказать, что для каждого из преобразо- 


ваний ТА и 1+; справедлива формула 


Геи = | Ктз)аеет|аг, (2.31) 
К Т-1В 
в которой символом Т’ обозначено одно из преобразований Т^ 
или ‘[1. 
Элементарный подсчет показывает, что 


аеТ^ =л, аеёТ,; = 1. (2.32) 


Кроме того, очевидно, что если В — прямоугольный паралле- 
лепипед ак < у < (Е =1,2,..., п), то [ТА] 1 В представляет 
собой прямоугольный параллелепипед 


ар << при Кь 
0 (2.33) 
Х’ 


<< 
а [1;:| `В представляет собой заведомо кубируемую область 


ак < ть < 6, при Е 21, (2.34) 


^“ 
ити зы -т,.. 


1) Символически это преобразование можно записать так: 
(тт, Т2,..., Тв) -› (тт, ... ) Жу1, АХь Фи, ..., Тв). 
2) Символически это преобразование можно записать так: 
(тт, Т2,..., Тв) — (тт, ...) 2:1, 2: - Фу, бат, ..., Тв). 
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На основании формулы повторного интегрирования (2.21) 


Ь;— 1 1 Ь., 


1 Е(у) ау -/.. Г Л... ал... @у-лауна... Чу Хх 
К 1—1 а 1 @т ь. 


х Г Е(ут, ..., У) ау. (2.35) 


а: 


Применяя к однократному интегралу по переменной у; фор- 
мулу замены переменной у; = Ат; для случая преобразования 


ТА и у; = 1; + 5; для случая преобразования Ту; (см. $ 7 гл. 10 
вып. 1) мы получим: 
а) для случая преобразования Т^ 


ы; 


ГЕ(л, ...› т) 4 = 
а: 
ы:/Х 
Г Е(ут, > 11, Ата, Ут, ..., уп) А ат: при ^> 0, 
__ ]щ/А 
аз /А 
Г Е(ут, > 11, Ата, Ут, ..., уп) (—А) ат при л^ < 0; 
Ы:/А 
(2.36) 
6) для случая преобразования 1%; 
о; 6:—5} 
]Е(л, о УП ) 4: = Т Е( (ут, > 1) ЕТУ, У, +. Уп) 47. 
а а —т; 
(2.37) 


Вставляя (2.36) в (2.35), еще раз применяя формулу повтор- 
ного интегрирования (2.21) и учитывая равенство ук = тк при 
К, вид (2.33) области [Т^]`1 В и первое равенство (2.32), мы 
получим формулу (2.31) для случая преобразования ТА. 


Аналогично, вставляя (2.37) в (2.35), применяя формулу по- 
вторного интегрирования и учитывая равенства ук = тк при 


К 21, вид (2.34) области [Т;;|`'В и второе равенство (2.32), мы 
получим формулу (2.31) для случая преобразования 11/. Лем- 
ма Е доказана. 

. Лемма 9. Всякое невырожденное линейное преобразо- 
вание Т представимо в виде суперпозиции конечного числа ли- 


нейных преобразований тита ТА и Ту. 
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Доказательство леммы 3. Прежде всего проверим, 
что линейное преобразование Т", заключающееся в перестановке 
каких-либо двух координат, представимо в виде суперпозиции 


шести преобразований типа ТА и Ту;. В самом деле, пусть Т" 

заключается в обмене местами 1-й и 1-й координат (остальные 

координаты при этом не изменяются). Тогда легко проверить, 
что №) 

тт ТИТ. ТЕ ЕТ,. 

Г=р ВМ; Ти Пу (2.38) 

Заметим теперь, что совершенно произвольное линейное невы- 

рожденное преобразование Т путем конечного числа перестано- 

вок двух строк и двух столбцов можно привести к линейному 

преобразованию (2.28) с матрицей ||ак ||, у которой отличны от 


нуля все так называемые главные миноры, т. е. все опре- 
делители 


111 ... ОЕ 
Ар =|........ (Е =1,2,..., п). (2.39) 
Чт -:. ЧЕ 
Остается доказать, что последнее линейное преобразование 
представимо в виде суперпозиции конечного числа преобразова- 
ний типа ТА и 14. 
Докажем это по индукции. 
Так как А! = ал! 7 0, то с помощью преобразования Т! 
мы получим (71, 12,..., 4%) - (а1121, 12, ..., п). 
Предположим теперь, что путем суперпозиции конечного числа 
преобразований типа, Г А и 1;; нам удалось привести исходную 
последовательность координат (11, 12,..., Хр) к виду 


(1121 -+... акк, ..., ам +... авкть, Тк, +... бо). 
(2.40) 


Для завершения индукции достаточно доказать, что путем 
суперпозиции конечного числа преобразований типа ТА и 1 
можно привести последовательность координат (2.40) к виду 


(а17т1 +... Тацеотча, -.. › @аа +... + арт, 
(к-т... ЧЕ +1, к-2, ‹.., тп). (2.41) 


Сначала мы для каждого номера 1, для которого отличен 
от нуля элемент @(+1), произведем последовательно пару пре- 


а; . 
т” (для тех 1, для которых а (кт) = 0, 


образований Ту 1) 

1) В самом деле, сохраняя при записи только 1-ю и 1-ю координаты, мы по- 
лучим, произведя цепочку преобразований (2.38): (т, 1;) $ (+ т; х;) 
— (-1+: — тр )) > (-1-т), т) > (-в- тр то) > (-ту, т) $ (ту, 2). 
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соответствующую пару преобразований не производим). Супер- 
позиция всех указанных пар преобразований приводит последо- 
вательность (2.40) к виду 


(21121 ... (к-т), -.. › ЧК -... 
акки, Фет, Фк+2, ..., п). (2.42) 


Далее заметим, что поскольку минор (2.39) отличен от нуля, 
то отличен от нуля и равный ему определитель 


11 ... @ @ЦЕ+у) 
Чт ..: ЧЕ Чк(Е-+1) (2.43) 
о... 0 1 
Но тогда найдутся такие вещественные числа А1,..., Ах, 


Ак+1, что линейная комбинация строк определителя (2.43) с эти- 
ми числами равна ) 


Ч(ьтть ‚ЧК ЧО. (2.44) 


Это означает, что если мы для каждого номера 1 = 1,2, ... 
... А - Т, для которого А; 7 0, произведем последовательно пах 


ру преобразований ТГ(х Г” (для тех 7, для которых Л; = 0, 
соответствующую пару преобразований не производим), то су- 
перпозиция всех произведенных пар преобразований переведет 
последовательность (2.42) в (2.41). Тем самым индукция завер- 
шена, и лемма 3 доказана. 

4°. Лемма 4. Для произвольного линейного невырожден- 
ного преобразования (2.28) при условии существования интег- 
рала, стоящего в левой части (2.30), справедлива формула за- 
мены переменных (2.30). 

Для доказательства, леммы 4 достаточно заметить, что фор- 
мула (2.30) справедлива для каждого из преобразований типа 
Г А и Ту; (лемма 2) и что произвольное линейное невырожден- 
ное преобразование (2.28) представимо в виде суперпозиции ко- 


нечного числа преобразований типа ТА и Ти; (лемма 3), причем 
при суперпозиции линейных преобразований происходит пере- 
множение соответствующих якобианов (лемма 1). 

Следствие из леммы 4. Если а — произвольная куби- 
руемая область в пространстве Е", Т — произвольное невы- 
роожюденное линейное преобразование, то п-мерный объем У (С) 


1) Для доказательства этого достаточно добавить к матрице определителя 
(2.43) строку (2.44) и применить теорему о базисном миноре (см. вып. 4 


«Линейная алгебра»). 
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области С и п-мерный оббем У (ТС) образа ТС этой области 
связаны равенством 


УТС) = аеТ|.У(©). (2.45) 


Для доказательства достаточно положить в равенстве (2.30) 
т =1, О =ТС и учесть, что при этом ТО = С. 

5°. Переходим теперь к обоснованию формулы замены пе- 
ременных (2.25) для совершенно произвольного преобразования 
у = (1), удовлетворяющего условиям теоремы 2.8. 

Следует подчеркнуть, что при выполнении условий теоремы 
2.8 существуют оба интеграла, стоящие в левой и правой ча- 
стях (2.25), так что нам следует доказать только равенство этих 
интегралов. 

Договоримся обозначать символом (5) элементы матрицы 


Оф; |. 
Якоби 9% 1=1,2,..., п; 1=1,2,...,п), взятые в точке х = 
дут. ) ) ) ) ) ) ) 7 
2 
— (тт, 22. ..., Ти). 
Саму матрицу Якоби ||.Л;(т)|| будем обозначать символом 
/4(5). 
Удобно ввести понятия нормы точки 1 = (11, 12, ... 
.... 2) и нормы матрицы А = |а:;| (1=12,...,т; 
1=1,2,..., п). 
Нормой точки т = (11, 12,..., №) назовем число, 


обозначаемое символом |х|| и равное _ шах |3. 
р 


-) 7** 
Нормой матрицы А = |4; | назовем число, обозна- 
-) 7 


п 
чаемое символом ||А|| и равное шах |>`|а44||. 
1=1,2 п 1=1 


Заметим, что при таком определении норм точки и матрицы 
из равенства у = Ат вытекает, что 


ПУ < М1: 11. (2.46) 


Кроме того, легко проверить, что для единичной матрицы Ё 
справедливо равенство ||Ё | = 1. 

В этом пункте мы докажем следующую лемму. 

Лемма 5. Если выполнены условия теоремы 2.8 и если С — 
п-мерный куб, принадлежащий области ПО’, то п-мерные обб- 
емы куба С и его образа Ф(С’) связаны неравенством 


У(4(С)) < [шах |7» (2) -У(С). (2.47) 


Доказательство. Пусть С — п-мерный куб с центром в 
0 0 0 0 
точке х = (тт, 12, ..., Тв) и с ребром 25. Тогда куб С можно 
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определить неравенством 


2-2] < 5. (2.48) 


В силу формулы Тейлора для функции п переменных 4/; (1) 
< 


(см. п. 3$ 5 тл. 14 вып. 1), найдется число 0; из интервала, 0 
< 9; < 1 такое, что 


4 (2) — 4: (2) = 2.7 (2+0(2 - 2)) (2;-1)). 


Из последнего равенства, и из соотношения (2.46) заключаем, 
что 


|14(2) — 4(2) | < шах |7» (2) - |=-3|. — (249 


Полагая у = (1), у = ф(т), получим из (2.49) и (2.48) 
0 


У 


<з. у, | 
5. пах || 7 ()| 


Таким образом, при изменении точки х в пределах п-мер- 
ного куба С' с ребром 23 образ у точки х не выходит за пределы 
п-мерного куба, ребро которого равно 28 : тах || Л, (т)||. 

хес 


Отсюда сразу же вытекает кубируемость образа 4(С'’) любого 


кубируемого множества С' Г) (в частности, кубируемость 4(С)) 
и вытекает неравенство (2.47). Лемма 5 доказана. 

6°. Лемма 6. Пусть выполнены условия теоремы 2.8 и 
пусть С — произвольное кубируемое подмножество ПО’. Тогда 
для п-мерного объема образа Ф+(С) множества С справедливо 


неравенство 2) 


У(Ф(С)) < 14е Ль(5)| ах. (2.50) 


Доказательство леммы 6. Прежде всего докажем, 
что для любого невырожденного линейного преобразования Ти 
для любого п-мерного куба С, содержащегося в 0’, справедливо 
неравенство 


у(у(С)) < |4еёТ|- [шах |7.) (©). = (2.5% 


1) В самом деле, граница любого кубируемого множества, С является мно- 
жеством п-мерного объема нуль, а такое множество, согласно доказанному 
утверждению, преобразуется в множество, п-мерный объем которого также 
равен нулю. 


2) Сам факт кубируемости образа %(С') вытекает из утверждения, дока- 
занного в предыдущей лемме. 
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В силу следствия из леммы 4 для любого кубируемого мно- 


жества, (' и для линейного преобразования Т`!" справедливо ра- 


венство 
У(Т С) = |аее т. У(С). 
Таким образом, если С! = (С), то Г) 


у(+(С)) = чет У(Т-\КС)). (2.52) 


Правую часть (2.52) оценим с помощью неравенства, (2.47), 
взяв (2.47) не для преобразования р, а для суперпозиции преоб- 
разований Т`\4р. Получим 


и(+(С)) < [аеёТ|. [пах -@ |. .У(С). (2.53) 


Учитывая, что матрица Якоби линейного преобразования 
совпадает с матрицей этого преобразования, мы в силу леммы 1 
получим, что 


Р-р (2) = То" Л(т). 


Но это и означает, что неравенство (2.53) может быть пере- 
писано в виде (2.51). 

Тем самым неравенство (2.51) доказано. 

Теперь для доказательства леммы 6 покроем пространство 
Е” сеткой п-мерных кубов с ребром А, и пусть Су, С2, ... 

.› Си(в) — те из этих кубов, которые целиком содержатся в С, 

а символ С» обозначает сумму всех указанных кубов. 

Выбрав в каждом кубе С; произвольную точку т; запишем 
для него неравенство (2.51), полагая при этом Т = Л,(х:). По- 
лучим 


У(+(С:)) < |4её (24). {тах [54 (2) У 


Суммируя последнее неравенство по всем номерам 1 от 1 
до п(й), получим 


п(й) 
< У. | 4её Л» (5х) |: {вах || [4 (18) ве) У 
=1 


(2.54) 


Поскольку элементы матрицы Якоби Л,(т) являются непре- 
рывными функциями точки 4 во всей области О’ и тем более в С 


1) Мы учитываем при этом, что Г.Т" = Е, так что аеё Т . аеё ТТ" = 1. 
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и произведение [Л,(5)]`'. .Л,(т) представляет собой единичную 
матрицу, норма которой равна единице, то 


и тах [+ (2 ПТ. х) |= 1. 
Бах [бд 249 
Но тогда из утверждения, сформулированного в конце 8 4 
этой главы, следует, что предел при А -» 0 всей правой части 
(2.54) существует и равен | | 4её Л, (х)| ах. 
С 


Из того же утверждения следует, что Па а») = С, так что 
п—0 


в пределе при А -} 0 мы получим из (2.54) неравенство (2.50). 
Лемма 6 доказана. 

7. Лемма 7. Пусть выполнены все условия теоремы 2.8 и, 
кроме того, дополнительно предполагается, что функция }(у) 
неотрицательна в области О. Тогда справедлива формула за- 
мены переменных (2.25). 

Доказательство. Покроем пространство Ё” сеткой 
п-мерных кубов с ребром #1, и пусть Су, (2, ..., Си(ь) те из 
этих кубов, которые целиком содержатся в области ДО. Пусть 
далее С; = 4 (С). Записывая для каждой области С’; нера- 
венство (2.50), будем иметь 


У(СЬ < ] |4её Л, (ах. (2.55) 
(7 


Пусть теперь т; — точная нижняя грань функции }(у) на 
кубе С; (или, что то же самое, точная нижняя грань функции 
142(х)] в (;). Умножая обе части (2.55) на ты и суммируя по 
всем { от 1 до п(Р), будем иметь 


п(р) 
У пы (С < т | её Л» (х)| ах. (2.56) 
1=1 


(7 


В силу утверждения, сформулированного в конце 8 4 этой 
главы, левая часть (2.56) имеет предел при № -» 0, равный 


] Т (чу) 4у. Поскольку сумма всех областей С’; содержится в 0’ 1) 


и функция } неотрицательна, правая часть (2.56) при 
любом В > 0 не превосходит интеграла 


у 1 [4(4))] - | Чеё Л» (+) 4х. 


п (В) 
1) В силу того, что >` С; содержится в О, р’ = КР), = (С). 


$=1 
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Таким образом, в пределе при А -} 0 мы получим из (2.56) 
неравенство 


УЛ) @) <] #4(+)] - | Че Лу (2) | ах. (2.57) 


В проведенных нами рассуждениях можно поменять ролями 
области Би О' и вместо функции } (у) в области О рассмотреть 


функцию 2(5) = }[4(х)]. | её Л,(5)| в области О'. При этом, ис- 


пользуя лемму 1 и теорему об определителе произведения двух 
матриц, мы получим противоположное неравенство 


ИЗ (е)] 196 Ле 2)| 45 < УЛ) (2.58) 


Из (2.57) и (2.58) вытекает формула замены переменных (2.25). 
Лемма, 7 доказана. 

8°. Нам остается завершить доказательство теоремы 2.8, т. е. 
избавиться от наложенного в лемме 7 дополнительного требова- 
ния неотрицательности функции }(9). 


Пусть Г (у) — совершенно произвольная интегрируемая по об- 
ласти О) функция, число М — точная верхняя грань функции 


1 ()| в области О 1). 

В силу леммы 7 для каждой из неотрицательных функций 
Н(у) = М и (у) = М - Ку) справедлива формула замены 
переменных (2.25). 

Но тогда из линейного свойства интеграла вытекает спра- 
ведливость формулы (2.25) и для разности (у) — }2(и) = Х(у). 
Теорема 2.8 полностью доказана. 

Замечание 1. В условиях теоремы 2.8 можно допустить 
обращение в нуль якобиана (2.24) на некотором принадлежа- 
шем ШО’ множестве точек 5, имеющем п-мерный объем нуль. 
В самом деле, множество 5 лежит внутри элементарной фигу- 
ры С как угодно малой площади, причем, согласно доказанному 
выше, справедлива формула 


Г Л)ау= Г Лч(т)] - | Че Ль(ж)| ах. (2.59) 
(р’-—С) р’—С 


Осуществляя в формуле (2.59) предельный переход по по- 
следовательности элементарных фигур {Ск}, п-мерный объем 
У(С+) которых стремится к нулю, мы убедимся в справедливо- 
сти формулы (2.25) и для рассматриваемого случая. 


1) Напомним, что из интегрируемости {(у) в области О вытекает ограни- 
ченность /(у) в р и существование точных граней. 


90 ДВОЙНЫЕ И п-КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ГЛ. 2 


Замечание 2. Поскольку интеграл 


равен п-мерному объему У (О) области О, то величину фу1 уз... 
. уп, естественно назвать элементом объема в рассма- 
триваемой декартовой системе координат Озу2... уп. 

С помошью преобразования (2.23) мы переходим от декар- 
товых координат 1/1, 1/2, ..., а к новым, вообше говоря, криво- 
линейным координатам х1, 12, ..., тп. Поскольку при таком пе- 
реходе (согласно формуле замены переменных (2.25)) интеграл 


(2.60) преобразуется в 


Т = сети (ул, У2,..., №) 
Р(хт, 12,..., п) 


то величину 


Чт Что ... тп, 


Р(л, 92, ..., Уп) 


Чт Что .. ‚АТ 
Р(хт, 12,..., п) 


естественно назвать элементом объема вкриволинейной 
системе координат 1112...Ти. 

Стало быть, модуль якобиана характеризует «растяжение» 
(или «сжатие») объема при переходе от декартовых координат 
д, /2,..., Уп К криволинейным координатам тт, 12, ..., Ти. 

Подсчитаем элемент объема в сферических и цилиндриче- 
ских координатах. 

1°. Для сферических координат (в трехмерном пространстве) 


х =гс0$ фэш 9, 
у = гзш фэш 0, (720, О<9<л, 0 <о<2м). 
2 =тгс0з0 

Якобиан имеет вид 


с0зфзш@ —тзшфзшбО тсозфсо$0 
= зпфэяэш0О тгсозфзш0 тэзшфсоз0| =т 
соз 0 0 —гзш О 


Р(т, у, 2 
Р(г, ф, 0) 


2 3110. 


Стало быть, элемент объема, равен 7? зш 9 4 40 ад. 
2°. Для цилиндрических координат (в трехмерном простран- 


стве) 
т = тс05ф, 
у =гзшо, (720, О<р<2м). 
Е — 2 
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Якобиан имеет вид 
с08ф —гзшф 0 


= |чиф тсозФф 0 =г. 
(г, ф, =) 0 0 1 


Р(т, у, 2) 


Стало быть, элемент объема, равен г 4г аф 42. 

В частности, для полярных координат на плоскости элемент 
площади равен таг @ф. 

3°. В п-мерном пространстве сферические координаты опре- 


деляются равенствами 


21 = гзш 901 зш 02... зп бит, 
п—1 

Тт = тСоЗ0т1 || 900 при т=2,3,...,п-1, 
к=т 


7п, = Г С0$ 9—1, 


в которых сферический радиус т и сферические углы 01, 65, ... 
., 91 изменяются в пределах г > 0, 0 < 01 < 2%, 0 < 0. <т 
при т =2,3,..., п-1. 
Можно убедиться, что в этом случае якобиан имеет вид 


п—1 
р ... п — . р_ 
Ра 2,4) — у? 1 [зу 1 д». 
Р(г, 91, о 9,1) 1 


Таким образом, элемент объема в п-мерных сферических коор- 


пр—1 
динатах равен г” 14а" [] зш^`1 0, аду. 
К=1 
Примеры. 1. Вычислить объем тела, ограниченного по- 
верхностью 


(2 у +2”) = аз, (2.61) 


глеа > 0. 

Тело симметрично относительно координатных плоскостей 
Оу: и От2 и расположено вверх от плоскости Оху. Стало быть, 
достаточно вычислить объем четверти тела, лежащей в первом 
октанте. 

Переходя к сферическим координатам, приведем уравнение 


(2.61) к виду 
= а\соз6. 


1) Обратные формулы, выражающие п-мерные сферические координаты 
через декартовы, имеют вид 
. Тт Фт-1 
Г=\/17+...+42, эшдыь = ‚ с0з0т = 
Гт-1 Гт-1 


где ги = 1/2 +...+42 (т=т2,.... П-Т. 
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Так как первый октант характеризуется неравенствами 


п 


0<9<.5, 0<9< >, 


то учитывая выражение для элемента объема в сферических 
координатах, получим, что искомый объем У равен 


п/2 п/2 а\с089 
У=4а | 4р [40 | тэщдаг. 
0 0 0 


Таким образом, 
п/2 


2 . 3 
у = Па? чт 0 соз 0 а0 = ^°. 
3 3 
0 
2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 


2 
А =ечи (2.62) 
(тлей > 0, А>0, а>0,6>0). 


Для вычисления этой площади удобно перейти к так назы- 
ваемым обобщенным полярным координатам 
х = ат со$ф, 

| (О<р<2м.. 

/ = бузшф 


Уравнение (2.62) принимает вид 
п = ‚ со ф + ; шт ф, (2.63) 


причем, поскольку левая часть (2.63) неотрицательна, следует 
брать лишь такие значения ‹р, для которых правая часть (2.63) 
является неотрицательной. 


Умножив и разделив правую часть (2.63) на ет 
определив фо из соотношений 
таро = А, соо = И 

а Ь? а № 

пот Ут 2 
мы приведем (2.63) к виду 

а” °. 
= + зщ (2+ 40). (2.63') 


Из условия неотрицательности правой части (2.63') находим, 
что 09$ ф+ фз пл, те. —0 < ф$хт-. 
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Р(х, у) 


Р(г, ф 
искомой площади © следующее выражение: 


а? 2. 
0 та 15 т(ф- фо) 


Учитывая, что якобиан равен аб’, мы получим для 


п-ф 
5= | а [ абт аг = 
—Фо 0 
п 40 
_ аб [а Ь? . о _ абт [а 6? 
(5 +н) ] зто) = (+=). 
— Ф0 


Заметим в заключение, что для вычисления ряда площадей 
удобен несколько более общий вид обобщенных полярных коор- 
динат 

х = ат созб ф, 


у = бт зшй ф. 


Легко убедиться, что для этих координат 


р — . @_ 
2,9) — рабу оз? р ваша 1. 
Г(г, Ф) 
ДОПОЛНЕНИЕ 
О ПРИБЛИЖЕННОМ ВЫЧИСЛЕНИИ л-КРАТНЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ 


Займемся вопросом о приближенном вычислении п-кратного интеграла 


ГГ... ГЛ(ет, 12, ..., п) атл 412... тт (2.64) 
С 


по некоторой области С в пространстве Е”, причем сначала будем считать, 
что эта область представляет собой п-мерный куб. 

Предполагая существование интеграла (2.64), будем рассматривать во- 
прос об оптимальных способах численного интегрирования. 

Этот вопрос имеет два аспекта: 1) построение формул численного ин- 
тегрирования, оптимальных на заданных классах функций; 2) построение 
формул численного интегрирования, оптимальных для каждой конкретной 
функици из заданного класса. 

Рассмотрим каждый из этих аспектов в отдельности. 

1. Формулы численного интегрирования, оптимальные для 
классов функций. Пусть С, —единичный п-мерный куб 0 < ть < 1, 
К =1,2,..., п. 

Будем говорить, что функция {}(51,..., х») принадлежит в кубе Св 
классу Оз(М) (соответственно классу Нь(М)), если при условии суще- 
ствования всех фигурирующих ниже производных справедливы неравен- 
ства, 


98; 


= ... Отт” < М, 
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в которых 


ы 


(соответственно ах < а). 
Будем называть кубатурной формулой выражение вида 


1]. ... и) аж: ... аж, =1м(Р) + Вм( №), (2.65) 


в котором 


М 
(Л) = У Сь а), ..., 2). 
&=1 


к к 
При этом точки ( ) ..:) хо )) называются узлами, а числа С, —ве- 


сами данной кубатурной формулы, а величина Вм(}, [мх) —ее погреш- 
ностью. 

Нашей целью является построение кубатурных формул с оценкой по- 
грешности, точной по порядку относительно малой величины 1/М№, где М — 
число узлов кубатурной формулы. 


Н. С. Бахваловым было показано "), что как на классах О“ (М), так 
и на классах Но (М) нельзя построить кубатурную формулу (2.65) с оцен- 
кой погрешности Ам(}, [м) лучшей, чем С(а, п): М - М“, где С(а, п) — 
некоторая постоянная, зависящая от @ и п. 

На классах Н„(М) указанная оценка достигается (по порядку относи- 
тельно 1/М№), если в качестве [у взять произведение одномерных квадра- 
турных формул, точных для алгебраических многочленов степени от — 1. 

Предполагая, что число узлов М равно № = т”, где т— целое, мы 


можем положить 
т 


[№ — У. У. Ст ... Сь, (ть, ео Тк, ), (2.66) 


К1=1 Кв =1 
где тк, Ск) и = 1,2,..., п, — узлы и веса одномерной квадратурной 


формулы, точной на алгебраических многочленах 2). 
Для погрешности кубатурной формулы с [х№, определяемым равенством 
(2.66), справедлива асимптотическая (т. е. справедливая для доста- 


точно больших значений №) оценка 


(@) М 
пи( рик) = ЧМ, 


в которой С1 (а, п) — некоторая постоянная, зависящая от а и п. 


На классах Ну (М) также существует кубатурная формула, близкая по 
порядку величины погрешности к оптимальной. Таковой формулой 


(2.67) 


"НН. С. Бахвалов. О приближенном вычислении кратных интегра- 
лов// Вестник МГУ: Серия математики, физики, астрономии. 1959. № 4. 


С. 3—18. 


2?) Таковыми являются, например, так называемая формула Гаусса 
или формула Ньютона-Котеса (см., например, курс И. С. Березина и 


Н. П. Жидкова «Методы вычислений»). 
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является теоретико-числовая формула Н. М. Коробова 1) 


ыетУ (9), (ни) (9) 68 


в которой а1,..., а» — целые числа — так называемые оптимальные коэф- 
фициентьы по модулю М, а то (х) — некоторые специальные многочлены сте- 
пени а + 1. Для погрешности кубатурной формулы с [мх, определяемым 
равенством (2.68), справедлива оценка 


Пл ы< М 


(С>(а, п) и В — постоянные, зависящие только от а и п). Оценка (2.69) от- 


личается от неулучшаемой по порядку опенки только множителем ш® М. 

Таким образом, на каждом из классов Оз(М) и Н(М) существуют 
достаточно хорошие кубатурные формулы. 

Разумеется, при практическом использовании этих формул следует учи- 
тывать их достоинства и недостатки, выявляющиеся в конкретных ситуа- 
циях. Так, следует помнить, что при вычислении интегралов с помощью 
формулы (2.66) число узлов № не произвольно, а равно т”. Например, 
для п = 10 и функции }(т1,..., т»), примерно «одинаково» ведущей себя 
по всем направлениям, минимальным разумным числом узлов будет № = 
— 210 = 1024. При желании увеличить точность можно взять число узлов 
равным №! = 3'0 = 59049, но это приведет к увеличению вычислительной 
работы почти в 60 раз. 

Следует также учитывать, что при «малом» и «среднем» числе узлов № 
погрешность кубатурной формулы, полученной с помощью (2.66), может 


129 № (2.69) 


сильно отличаться от правой части (2.67) ?). 


С другой стороны, использование формулы (2.66) более выгодно при 
вычислении больших серий интегралов, а также при вычислении интегра- 
лов от функций, содержащих выражения, зависящие от меньшего числа 
переменных чем п. 

Кубатурные формулы, полученные с помощью (2.68), свободны от недо- 
статка, связанного с выбором числа узлов №. Эти формулы целесообразно 
использовать для недостаточно гладких функций } и при большом значе- 
нии числа переменных п (начиная с п = 10). Однако следует заметить, 


что для погрешности кубатурной формулы, полученной с помощью (2.68), 
нельзя выделить главного члена, подобного тому, который стоит в правой 
части (2.67). Это обстоятельство затрудняет как оценку погрешности при 
проведении вычислений, так и прогнозирование числа узлов №, требуемого 
для достижения заданной точности. 

2. О формулах численного интегрирования, оптимальных для 
каждой конкретной функции. Сразу же отметим, что вопрос о таких 
формулах является сложным и мало разработанным. 


НН. М. Коробов. Теоретико-числовые методы в приближенном ана- 
лизе. — М.: Физматгиз. 1963. 


2) Так при использовании для (2.66) квадратурной формулы Ньютона- 
Котеса правая часть (2.67) близка к левой, начиная с № = (ап)" (например, 
при а =Т1 ит = 10, начиная с № = 10'5, а при использовании для (2.66) 
формулы Гаусса правая часть (2.67) близка к левой, начиная с № = (ап/2)" 
(т. е. при а =1 ип = 10, начиная с № = 10°). Таким образом, при постро- 


ении кубатурных формул с [мх, определяемых равенством (2.66), формула 
Гаусса предпочтительнее формулы Ньютона-Котеса. 


96 ДВОЙНЫЕ И п-КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ГЛ. 2 


Начнем с уточнения постановки изучаемого вопроса. Предположим, 
что данная функция }(т1, 12,..., 2.) принадлежит некоторому классу Ап 
и что задано множество способов численного интегрирования {рм} этой 
функции }. 

Будем искать в этом множестве такой способ численного интегрирова- 
ния ру, погрешность Вм (}, рум) которого представляет собой точную ниж- 


нюю грань погрешностей Вл (}, рм) на множестве {рм | всех способов чис- 
ленного интегрирования данной функции }. 

Иными словами, мы ищем наилучшую кубатурную формулу для дан- 
ной конкретной функции [, а не для всего класса А», которому принадле- 


жит эта функция '). 

Возьмем в качестве класса А„ множество функций, бесконечно диф- 
ференцируемых всюду в основном кубе С’, за исключением, быть может, 
некоторой поверхности 5 размерности ^ < п, на которой эти функции мо- 
гут обращаться в бесконечность как 1/7), ‚ где г.у, — расстояние между 


точкой 5 = (51, 12,..., Хь) и точкой на поверхности у = (у1, у2,..., т), а 
у<п-К- 1. 

Множество способов численного интегрирования {рм} определим сле- 
дующим образом. 

Для каждой кубатурной формулы от, точной на алгебраических мно- 
гочленах степени т — 1, определим элемент рм множества {рм} как куба- 
турную формулу, получающуюся разбиением основного куба Си на прямо- 
угольные параллелепипеды и применением на каждом таком параллелепи- 
педе формулы от, с условием, чтобы общее число узлов во всем кубе Си 
было равно №. 

Естественно ожидать, что узлы полученной таким способом кубатурной 
формулы будут распределены оптимально при условии, что погрешность на 
каждом параллелепипеде постоянна. 

В вычислительном центре МГУ были составлены стандартные програм- 
мы вычисления двойных и тройных интегралов, реализующие автоматиче- 
ское дробление областей интегрирования. В основу этих программ была 
положена пара кубатурных формул от И От. при т! > т. 

В качестве оценки погрешности формулы от бралась величина р = 
— | бт — От1 |. 

Если = — заданная точность вычислений, то при р < Е (для всего основ- 
ного куба С„) в качестве приближенного значения интеграла берется то, 
которое определяется формулой от. , а при р > Е куб дробится на 2” ча- 
стей и для каждой из этих частей процесс повторяется сначала. 

Указанный метод дает хорошие результаты для вычисления двойных 
и тройных интегралов. Однако при увеличении числа измерений п приме- 
нение указанного метода наталкивается на существенные трудности, свя- 
занные с тем, что при фиксированных т и т: с увеличением п сильно 
возрастает сложность бт И бт., а при уменьшении т и т: с ростом п 
сильно возрастает число дроблений. 

В заключение отметим, что при вычислении п-кратного интеграла не 
по п-мерному кубу Св, а по произвольной области в пространстве Е” сле- 
дует сначала сделать преобразование, переводящее эту область в п-мерный 
куб. Кроме того, существуют кубатурные формулы для некоторых обла- 


стей специального вида (шар, сфера и т. д.) 2) 


1) Формула, наилучшая для класса функций, грубо говоря, является наи- 
лучшей для самой «плохой» функции из этого класса. 


2) Так кубатурные формулы на сфере изучались в работах советского ма- 
тематика С. Л. Соболева и его учеников. 
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3. Пример приближенного вычисления кратного интеграла. 
Рассмотрим вопрос о вычислении четырехкратного интеграла 


кв Г 2п 2п 
Е(В, Г, Н) = [таг | рар | аф [Н + р? +!? — 2рг соз (ф — 4) 3 аф 
0 0 0 0 
с некоторой точностью = для значений параметров 
В = 1; 1,25; 1,5; 1,75; 2; 2,25; 2,5; 2,75; 3; Г = 0,8; Н =1. 
Сделав замену переменных, отображающую область интегрирования в 
единичный куб, мы приведем этот интеграл к виду 


1111 
Е(П, Г, Н) = (2.)* . В.Г” ДН + ТР? + В? — 


0000 
— 2. Врг соз2 п (ф — 4)? трараг а ад. 


Подынтегральная функция является гладкой. Поэтому естественно при- 
менить для вычислений этого интеграла кубатурную формулу, основанную 
а (2.66). При этом по каждой из переменных г и р естественно взять фор- 
мулу Гаусса (одномерную формулу, точную на алгебраических многочле- 
нах), а по переменным ф и 4 лучше взять формулу трапеций (см. вып. 1, 
гл. 12), ибо подынтегральная функция периодична по каждой их этих пере- 
менных, а для периодических функций формула трапеций дает наилучшие 
результаты. Таким образом, мы получим 


Е(В, Г.Н) = 


= (===) у хз уз уз Су Сььткан, | Н” + 17 с. +В с —_ 


К1=1 > =1 Аз=1 Ад=1 


Кз —К — 3/2 
— 2ЮГть ть. с08 (2^=—)| 


(здесь (1 к, Сь, ) — узлы и веса, соответствующей одномерной квадратурной 
формулы). 

Для выбора значений т, т1 и т>, обеспечивающих требуемую точ- 
ность, проводят отладочные расчеты, последовательно увеличивая число 
узлов и сравнивая полученные результаты. 


4 В.А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 


ГЛАВА 3 
НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Введенные ранее понятия определенного интеграла (просто- 


го и кратного) не пригодны для неограниченной области инте- 
грирования и при неограниченности подынтегральной функции. 

В этой главе будет указано, каким образом можно обобщить 
понятие интеграла, на эти два случая. 


$ 1. Несобственные интегралы первого рода 
(одномерный случай) 


В этом параграфе будет дано обобщение понятия определен- 
ного интеграла для одномерной неограниченной связной 
области интегрирования. 

1. Понятие несобственного интеграла первого рода. 
Одномерными связными неограниченными областями являются 
полупрямые а < т < +0, —с< < т < фи бесконечная прямая 
—со < т < +0. Ради определенности рассмотрим полупрямую 
а<т < +. 

Всюду в этой главе, не оговаривая этого в дальнейшем особо, 
мы будем предполагать, что функция }(т) определена на, полу- 
прямой а < т < +с0 и для любого К > а существует определен- 

ИЯ 
ный интеграл (5) 4х, который мы обозначим символом ЕР(В): 
а, 


И 
Е(В) = | 1(х) ах. (3.1) 


Итак, при наших предположениях на полупрямой а < т < +< 
задана функция Р(В), определенная соотношением (3.1). Ис- 


следуем вопрос о предельном значении функции Р(А) при В — 
—} +00, т. е. вопрос о существовании предела 


та Г 4х. (3.2) 


КУ оо а 


Для выражения (3.2) мы будем использовать обозначение 


Г (+) ат. (3.3) 
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В дальнейшем символ (3.3) мы будем называть несобственным 
интегралом первого рода от функции }(%) по полупрямой 
а<т < +. 

Если существует предел (3.2), то несобственный интеграл 
(3.3) называется сходящимся. Если же этот предел не существу- 
ет, то несобственный интеграл (3.3) называется растодящимся. 

Замечание 1. Рассмотрим несобственный интеграл (3.3). 


Если 6 > а, то наряду с этим интегралом можно рассматривать 
©.®) 


интеграл | /(5) ах. Очевидно, из сходимости одного из указан- 


Ь 
ных интегралов вытекает сходимость другого. При этом имеет 


место следующее равенство: 


©.® Ь со 
Г (+) аз = Г (ег) а + [| 1) 42. 


Отметим, что расходимость одного из указанных несобственных 
интегралов влечет расходимость другого. 

Замечание 2. Если несобственный интеграл (3.3) схо- 
дится, то значение предела (3.2) обозначается тем же символом 
(3.3). Таким образом, в случае сходимости интеграла (3.3) ис- 
пользуется равенство 

© И 
Г У(=) 4х = Шав-чо | 1(2) ах. 
а, 


а 
Замечание 3. Аналогично несобственному интегралу (3.3) 
О - со 
определяются несобственные интегралы | }(5)4хи | }(х) ах. 
—©о 


—©о 
Первый из них символизирует операцию предельного перехода 
Ь р” 
Пи / (5) 45, а второй — Ша | [(х) ах. 
К —со р В' > —со В! 
В" со 


Пример. Рассмотрим на полупрямой а < х < со (а > 0) 


функцию }(5) = 1/52, р = соп86. Эта функция интегрируема на 
любом сегменте а < т < В, причем 


хер к БГ Р __ агР 
п =————— при ря1, 
4% _ 1-ра 1-р 
ТР —_ К В 
а 1х =|;ш- при р=1. 
а а 
г ах а``Р 
Очевидно, при р > 1 предел Пт [ — существует и равен 
В->соц ЯР 1-р 


а при р < 1 этот предел не существует. Следовательно, несоб- 


4% 
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со 
:. Ах 
ственный интеграл | — сходится при р > Т и расходится при 
ТР 
а, 
р < 1. Отметим, что прир > 1 
со 
ат _ ат 


хр 1-р. 


а, 

2. Критерий Коши сходимости несобственного интег- 
рала первого рода. Достаточные признаки сходимости. 
Вопрос о сходимости несобственного интеграла первого рода 
эквивалентен вопросу о существовании предельного значения 


К 
функции Р(В) = |1(х) 4х при В -—» +. Как известно \), 


для существования предельного значения функции ЕР(В) при 
В -—} со необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла сле- 
дующему условию Коши: для любого = > 0 можно указать такое 
А > 0, что для любых А' и В", превосходящих А, выполняется 


неравенство 
р” 


Е(В”) — Е(В’)| = О 4т| < 5. 


Таким образом, справедливо следующее утверждение. 
Теорема 3.1 (критерий Коши сходимости несобст- 
венного интеграла). Для сходимости несобственного инте- 
грала (3.3) необходимо и достаточно, чтобы для ллюбого Е > 0 
можно было указать такое А > 0, что для любых В' и В', 
превосходящих А, 


Замечание. Отметим, что из сходимости несобственного 
интеграла, не вытекает даже ограниченность подынтегральной 


со 
функции. Например, интеграл | (5) 4%, где функция равна ну- 
0 


лю для нецелых 1 и равна п при 5 = п (целое число), очевидно, 
сходится, хотя подынтегральная функция не ограничена. 
Поскольку критерий Коши мало удобен для практических 
применений, целесообразно указать различные достаточные при- 
знаки сходимости несобственных интегралов. 
В дальнейшем мы будем считать, что функция }(т) задана 
на полупрямой а < т < < и для любого В > а существует 
в 
обычный интеграл | ](х) ах. 
а, 


1) См. выш. 1, гл. 8, $ 1. 
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Докажем следующую теорему. 
Теорема 3.2 (общий признак сравнения). Пусть на по- 


лупрямой а < т < © 
1 (2) | < 5(2). (3.4) 
©.®) 


Тогда из сходимости интеграла | #(х) 4х вытекает, сходимость 


а 
©.® 


интеграла | 1(х) ах. 


©.®) 
Доказательство. Пусть | (5) 4% сходится. Тогда, со- 


а 
гласно критерию Коши (см. теорему 3.1), для любого = > 0 най- 


дется такое А > 0, что для любых В'’> Аи" > А, выполняется 


неравенство 
р” 


| =(х) 4х 
т 


Согласно известным неравенствам для интегралов и неравен- 
ству (3.4) имеем 
р” р” р” 


] 12) @1 < [ах < ] 82) 


Отсюда и из неравенства 35) вытекает, что для любых В'и В", 
больших А, справедливо неравенство 


р” 


| Л() ах 
| 


©.®) 
Следовательно, интеграл | }(1) 4х сходится. 
а, 


Теорема 3.3 (частный празнак сравнения). Пусть на 
полупрямой 0 <а < т < ® функция {(х) удовлетворяет соот- 


ношению 
|1 (<)| < — 


(3.5) 


со 
где с и р постоянные, р > 1. Тогда интеграл | 1(2) ах сто- 
а, 
дится. Если же существует такая постоянная с > 0, что на 
полупрямой 0 < а < т < с справедливо соотношение }(х) > 


< 
©.®) 
С 
> —, в котором р < 1, то интеграл [ (т) 4х расходится. 
ТР 
[6 
Утверждение этой теоремы вытекает из теоремы 3.2 и приме- 
ра, рассмотренного в предыдущем пункте (достаточно положить 


(2) = с/а7). 
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Следствие (частный признак сравнения в предель- 


ной форме). Если при р > 1 существует конечное предельное 
©.®) 


значение Ша |}(5)|1Р = с, то интеграл | }(х) ах стодится. 
со а 


Если же при р < 1 существует положительное предельное 
©.®) 


значение Ша }(т)хР = с > 0, то интеграл | (2) ах расхо- 
> со а 


дится. 

Убедимся в справедливости первой части следствия. Для это- 
го заметим, что из существования предела при х -} +с®0 выте- 
кает ограниченность функции 17| {(1)|, т. е. с некоторой посто- 
янной со > 0 выполняется неравенство 


1 (=)| < с0/27. 


После этого применяется первая часть теоремы 3.3. Спра- 
ведливость второй части следствия вытекает из следующих рас- 
суждений. Так как с > 0, то можно указать столь малое = > 0, 
что с —-= > 0. Этому Е отвечает такое А > 0, что при х 2? А вы- 
полняется неравенство с — < }(х)тР (это неравенство следует 


Сс -& 
из определения предела). Поэтому /(5) > —— и в этом случае 
ТР 


действует вторая часть теоремы 3.3. 

3. Абсолютная и условная сходимость несобственных 
интегралов. Введем понятия абсолютной и условной сходи- 
мости несобственных интегралов. Пусть (5) интегрируема, по 
любому сегменту [а, В] '). 

©.®) 


Определение 1. Несобственный интеграл | 1(х) ах называ- 


а 
©.® 


ется абсолютно сходящимся, если сходится | |}(х)| ах. 


а 
©.® 


Определение 2. Несобственный интеграл | }(х) 4х назы- 
а, 
вается условно сходящимся, если он сходится, а ин- 


©.®) 
теграл | |}1(х)| 4х растодится. 
а, 


Замечание. Положив в теореме 3.2 =(5х) = |} (х)|, мы по- 
лучим, что из абсолютной сходимости несобственного интеграла, 
вытекает его сходимость. 

Отметим, что теоремы 3.2 и 3.3 позволяют установить лишь 
абсолютную сходимость исследуемых несобственных интегралов. 


1) Тогда и функция |{(5)| интегрируема по любому сегменту [а, В]. 
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Приведем еше один достаточный признак сходимости несобст- 
венных интегралов, пригодный и в случае условной сходимости. 
Теорема 3.4 (признак Дирихле-Абеля). Пусть функ- 
ции }(х) и 2(т) определены на полупрямой а < т < с. Пусть 
далее функция }(х) непрерывна на полупрямой а < х< хи 


имеет, на этой полупрямой ограниченную первообразную Е(т) 1). 

Предположим еще, что функция (т), монотонно не воз- 
растая на полупрямой а < т < ©, стремится к нулю при х 
— +00 и имеет производную ='(х), непрерывную на полупря- 
мой а < т < <. При этих условиях стодится несобственный 


интеграл со 
] (в) в(т) ах. (3.6) 


Доказательство. Воспользуемся критерием Коши схо- 
димости несобственных интегралов. Предварительно проведем 
р” 
интегрирование по частям интеграла | }(5)2(1) ах на произ- 
В’ 
вольном сегменте |В', "|, В" > В,, полупрямой а < х < ©. 
Получим 


К в В 
| /(г)в(=) а = Е(е)в (т) — ] Е()в’ (т) т. (3.7) 
К’ к В 


По условию теоремы Е(х) ограничена: |Е(5)| < К. Так как 
2(т) не возрастает и стремится к нулю при х -* + со, то (т) 2 0, 


а 2'(т) < 0. Таким образом, оценивая соотношение (3.7), мы 
получим следующее неравенство: 


В" В" 
] Ё(х)в(т) ах| < Кв (В’) + =(В"] + К Св’) 4 


Так как интеграл в правой части этого неравенства равен 
/ Ш 
2(В) — =(В”), то, очевидно, ® 
р” 


Г Ка) аа 
| 


Используя это неравенство, нетрудно заверигить доказатель- 
ство теоремы. Пусть = — произвольное положительное число. 
Так как 2(х) —} 0 при х -$ +с, то по данному = можно выбрать 


А так, что при В' > А выполняется неравенство 2(В’) < =/(2К). 


<2К=(В’. (3.8) 


1) Это означает, что первообразная Р(х), которую можно определить как 


Г 1(®) 4 удовлетворяет для всех х > а неравенству |Ё(х)| < К, где К — 


а 
постоянная. 
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Отсюда, и из неравенства (3.8) следует, что для любых В'и В", 
больших А, выполняется неравенство 


р” 
] 1(2)в(2) т < =, 
В’ 


которое, согласно критерию Коши, гарантирует сходимость ин- 
теграла (3.6). Теорема, доказана. 

Замечание. 'Требование длифференцируемости функции 
2(т) в теореме 3.4 является излишним. Теорема 3.4 может быть 


доказана в предположении одной лишь монотонности 2(1) и 
стремления 2(т) к нулю при х -} +с0, для чего следует вос- 
пользоваться второй формулой среднего значения (формулой 
Бонне). 

Пример 1. Рассмотрим интеграл 


со 
] 1 (220). (3.9) 
| ий 

Полагая }(т) = зшх, 2(т) = 1/51“, легко убедиться, что для 


этого интеграла выполнены все условия теоремы 3.4. Поэтому 
интеграл (3.9) сходится. 


со 
Пример 2. Рассмотрим интеграл Френеля 1) [ эт 12 45. 
0 


Согласно замечанию 1 п. 1 этого параграфа из сходимости од- 


со со 
ного из интегралов [ 5112 4х и [ 511 5 4х вытекает сходимость 


0 1 
другого. Поэтому мы обратимся ко второму из этих интегралов. 
Имеем 
©.®) ©.®) 


® . 1 
[| мша?аь = | оыша1 4е 
т 


1 1 


Полагая }(5) = хзшт? и 2(1) = 1/т, мы легко убедимся, что 


выполнены все условия теоремы 3.4 и поэтому интеграл Френеля 
сходится. 

4. Замена переменных под знаком несобственного ин- 
теграла и формула интегрирования по частям. В этом 
пункте мы сформулируем условия, при которых действуют фор- 
мулы замены переменных и интегрирования по частям для несоб- 
ственных интегралов первого рода. Рассмотрим сначала вопрос 
о замене переменной под знаком несобственного интеграла. 


О. Ж. Френель — выдающийся французский физик (1788-1827). 
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Мы будем предполагать выполненными следующие условия: 

1) функция (т) непрерывна на полуоси а < т < со; 

2) полуось а < т < < является множеством значений 
некоторой строго монотонной функции х = Е(®, заданной на 
полуоси и << © (или —-©х << а) и имеющей на этой 
полуоси непрерывную производную; 

3) =(а) =а. 

При этих условиях из сходимости одного из следующих 
несобственных интегралов: 


Ре) ав и Г дк’ или —] Ле ))='() 48) (3.10) 


вытекает  водимость другого и равенство этих интегралов. 

Сформулированное утверждение устанавливается с помощью 
следующих рассуждений. 

Рассмотрим произвольный сегмент [а, В]. Этому сегменту 
отвечает, согласно строгой монотонности функции 2($), сегмент 
[@, ©] (или [р, а) оси $ такой, что при изменении $ на сегменте 
|<, р] значения функции 5 = 2(Ъ) заполняют сегмент |[а, В], при- 
чем 2(р) = В. Таким образом, для указанных сегментов выпол- 
нены все условия п. 3 $ 7 гл. 10 вып. 1 этого курса, при которых 
действует формула замены переменной под знаком определен- 
ного интеграла. Поэтому имеет место равенство 


К 
ГУ(а = ГУ Эа 4 или = — ГЛ 28’ (04). (3.11) 


В силу строгой монотонности функции х = 2(®, В -} © при 
р — со, и обратно, р -$ со при В -} со (или В -} со прир -} —со 
ир-} —с© при В -} со). Поэтому из формулы (3.11) вытекает 
справедливость сформулированного выше утверждения. 

Перейдем теперь к вопросу об интегрировании по частям 
несобственных интегралов первого рода. 

Докажем следующее утверждение. 

Пусть функции и(х) и 5(1) имеют непрерывные производ- 
ные на полупрямой а < т < < ци, кроме того, существует 
предельное значение 


Пт и(х)5(т) = А. 


При этих условиях из сходимости, одного из интегралов 


[Г и(т)о (2) 4х и [о(туи(т)ах (3.12) 
вытекает сходимость другого. Справедлива также формула 
[ч(х)у' (=) 4х = А- ща)ъ(а) — | (хуи (т) ах. (3.13) 


а а 
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Для доказательства сформулированного утверждения рассмот- 
рим произвольный сегмент [а, В]. На этом сегменте действует 
обычная формула интегрирования по частям. Поэтому 


К К 
| и(зуо (2) аз = [шву (в) — | о(ауи (2) 4 


Так как при В -} со выражение [и(1)%(х)|" стремится к А — 


— и(а)ч (а), то из последнего равенства, следует одновременная схо- 
димость или расходимость интегралов (3.12) и справедливость 
формулы (3.13) в случае сходимости одного из интегралов (3.12). 


$ 2. Несобственные интегралы второго рода 
(одномерный случай) 


В этом параграфе будет дано обобщение понятия определен- 
ного интеграла на случай неограниченных функций. 

1. Понятие несобственного интеграла второго рода. 
Критерий Коши. Пусть на полусегменте [а, 6) задана функ- 
ция (5). Точку 6 мы будем называть особой, если функция не 
ограничена, на полусегменте [а, 6), но ограничена на любом сег- 
менте [а, 6- «|, заключенном в полусегменте [а, 6). Будем также 
предполагать, что на любом таком сегменте функция }(т) инте- 
грируема. 

При наших предположениях на полусегменте (0, 6 — а| зада- 
на функция аргумента, ©, определенная соотношением 


Ь-а 
Е(а) = | (т) ах. 


Исследуем вопрос о правом предельном значении функции Е(а) 
в точке а = 0, т. е. вопрос о существовании предела 


Пи | /(5) ах. (3.14) 


При этом для выражения (3.14) будем использовать обозначение 


Ь 
Г 1() аз. (3.15) 


В дальнейшем символ (3.15) будем называть несобственным, ин- 
тегралом второго рода от функции }(15) по полусегменту [а, 6). 
Если существует предел (3.14), то несобственный интеграл (3.15) 
называется сходящимся. Если же этот предел не существует, то 
несобственный интеграл называется растодящимся. Если несоб- 
ственный интеграл (3.15) сходится, то величина предела (3.14) 
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обозначается тем же символом (3.15). Таким образом, в случае 
сходимости интеграла (3.15) используется равенство 


Ь р-с 
Г Т(2) ах = Ни | 1(х) ах. 
а а—-Р0 п 

Замечание. Понятие несобственного интеграла, второго 
рода легко переносится на случай, когда функция (5) имеет 
конечное число особых точек. 

Пример. — Рассмотрим на полусегменте [а, 6) функцию 
1/(6-5)Р, р > 0. Ясно, что точка 6 является особой точкой для 
этой функции. Кроме того, очевидно, что эта функция интегри- 
руема, на любом сегменте |а, 6 — а|, причем 


а — (6 -а)? р-а — (— а)? — «ГР я ПоИ * | 
| %_ _ р. Ср а и ри Р 
рт)? 6 а — 
а в — (6—2) = 9 при р=1. 
в | а (6 —а)т-? 
С о, предел Пт | ——— существуе аве 
чевидно, предел Ши | ЕТ уществует и равен > 


при р < Ти не существует при р > 1. Следовательно, рассмал- 
риваемый несобственный интеграл сходится при р < 1 и расхо- 
дится при ф > 1. 

Сформулируем критерий Коши сходимости несобственного 
интеграла второго рода. При этом мы будем предполагать, что 
функция ](1) задана на полусегменте |а, 6) и 6 — особая точка 
этой функции. 

Теорема 3.5 (критерий Коши). Для стодимости, несоб- 


ственного интеграла второго рода (3.15) необходимо и доста- 
точно, чтобы для любого Е > 0 можно было указать такое 
д > 0, что для любых а и а", удовлетворяющих условию 
0 < а" <а' <, выполнялось неравенство 


Ь- с 
Г (т) ах| <=. 
ро’ 


Справедливость этой теоремы вытекает из того, что понятие 
сходимости интеграла по определению эквивалентно понятию 
существования предельного значения функции Р(а), введенной 
в начале этого пункта. 

2. Заключительные замечания. Мы не будем подробно 
развивать теорию несобственных интегралов второго рода. Это 
объясняется тем, что основные выводы и теоремы предыдущего 
параграфа без труда могут быть перенесены на случай интегра- 
лов второго рода. Поэтому мы ограничимся некоторыми заме- 
чаниями. 
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1°. При некоторых ограничениях на подынтегральные функ- 

ции интегралы второго рода сводятся к интегралам первого ро- 

да. Именно, пусть функция }(х) непрерывна на полусегменте 

[а, 6) и 6 — особая точка этой функции. При этих условиях в 
с 

интеграле | }(х) 45% мы можем произвести следующую замену 


переменных: ] Ч ] ] 

В результате этой замены переменных мы получим равенство 
6-—с Т/а 
] 1(+) ах = ] Г(о _ .) 54. (3.16) 
а 1/(6—а) 


Ь 
Пусть интеграл | }(5) 4х сходится. Это означает, что сущест- 
а, 


6 а 


вует предел Ш | (2) ах. Обращаясь к равенству (3.16), мы 
а—> а 


видим, что существует также и предел при 1/а -» + со выра- 
жения в правой части (3.16). Тем самым доказана сходимость 


несобственного интеграла первого рода 
со 


1\1 
т) а 
17 Р 
1/(6—а) 
Ь 
и равенство этого интеграла интегралу | / (5) ах. Очевидно, схо- 
а, 
димость только что указанного несобственного интеграла, перво- 
Ь 
го рода влечет сходимость интеграла | /(5) 4х и равенство этих 
а, 
интегралов. Итак, из сходимости одного из интегралов 
©.®) 


Ь 
| ода и ] Г(ь- Га 
{РР 
а 1/(6—а) 

следует стодимость другого и равенство этих интегралов. 

2°. Для несобственных интегралов второго рода легко дока- 
зываются утверждения, аналогичные утверждениям п. 2 преды- 
дущего параграфа, которые можно объединить общим наимено- 
ванием «признаки сравнения». Отметим, что во всех формули- 
ровках функция (15) рассматривается на полусегменте [а, 6), где 
6 — особая точка функции. 
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Частный признак сравнения будет иметь следующий вид. 

Если |} (51)| < с -х)-Р, где р < 1, то несобственный интег- 
рал (3.15) сходится. Если же } (1) > с(6-х) Р, гес > 0ир>1, 
то несобственный интеграл (3.15) расходится. Доказательство 
вытекает из общего признака сравнения и примера, рассмотрен- 
ного в предыдущем пункте. 

В полной аналогии с п. 3 предыдущего параграфа для несоб- 
ственных интегралов второго рода формулируются правила, ин- 
тегрирования путем замены переменной и интегрирования по 
частям. 


$ 3. Главное значение несобственного интеграла 


Определение. Пусть функция {(х) определена на прямой 
—со < т < < ци интегрируема на каждом сегменте, принад- 
лежащем этой прямой. Будем говорить, что функция }(т) 
интегрируема по Коши, если существует предел 


в 
Пит | (5) ах. 
Этот предел мы будем называть главным значением 
несобственного интеграла от функции 1(т) в смысле Коши и 


обозначать символом Г) |. 


\У.р. | (1) 4х = Шар | 1(т) ах. 
—со —_—В® 
Пример 1. Найдем главное значение интеграла от зшх. 
Поскольку, в силу нечетности зш х, 


ИЯ ©® 
| зшхах=0, то У.р. | зштах = 0. 
_В —осо 


Справедливо следующее утверждение. 

Если функция }(х) нечетна, то она интегрируема по Коши 
и главное значение интеграла от нее равняется нулю. 

Если функция }(х) четна, то она интегрируема по Коши 
тогда и только тогда, когда сходится несобственный интеграл 


Г 1 (в) ат. (3.17) 


Первая часть этого утверждения является очевидной. Для до- 
казательства, второй части достаточно воспользоваться равенством 


к к 
Г (=) ах =2 | (2) ах, 
_А 0 


1) У. р. — начальные буквы французских слов «Уаеиг ргшс!ра]», обозна- 
чающих «главное значение». 


110 НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ГЛ. 3 


справедливым для любой четной функции, и определением схо- 
димости несобственного интеграла (3.17). 

Понятие интегрируемости по Коши можно ввести и для несоб- 
ственных интегралов второго рода в случае, когда, особая точка, 
является внутренней точкой сегмента, по которому производит- 
ся интегрирование. 

Определение. Пусть функция }(х) определена на сегмен- 
те [а, 6], кроме, быть может, точки с, а < с < БВ, и интегри- 
руема на любом сегменте, не содержащем с. Будем говорить, 
что функция (т) интегрируема по Коши, если существует 
предел 


са Ь Ь 
Пт | | Аг) ар+ ] Хоа = У.р. / 1 (2) ах, 


называемый главным значением интеграла в смысле Коши. 


1 
Пример 2. Функция — не интегрируема на, сегменте 
ХС 


[а В], а < с < Бв несобственном смысле, однако она интег- 
рируема по Коши. При этом 
Ь 


—@ Ь 
у. | т _ та ] 47 + ] 47 -ш2-° 
тс а@—;-0 с тс с-а 


$ 4. Кратные несобственные интегралы 


Этот параграф посвяшен обобщению понятия кратного ин- 
теграла на случаи неограниченной области интегрирования и 
неограниченности подынтегральной функции. Напомним, что 
именно эти случаи исключались нами из рассмотрения при по- 
строении теории кратных интегралов. 

Отметим, что мы сформулируем понятие несобственного 
кратного интеграла так, что будут охвачены как случай неогра- 
ниченной области интегрирования, так и случай неограниченной 
функции. 

1. Понятие кратных несобственных интегралов. Пусть 


р — открытое множество 1) т-мерного евклидова пространст- 
ва ”. Символом О) мы будем обозначать замыкание Г), которое 
получается путем присоединения к О) его границы. Нам пона- 
добится понятие последовательности {ДП } открытых множеств, 
монотонно исчерпывающих множество 0. 

Будем говорить, что последовательность {Ри} открытых 
множеств монотонно исчерпывает множество О, если: 1) для 


1) Множество называется открытым, если оно состоит лишь из внутрен- 
них точек. Открытое множество называют также областью. 
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любого п множество О» содержится в Отт; 2) обвединение 


всех множеств О», совпадает с множеством О \). 

Отметим, что каждое множество О», последовательности { Пи } 
содержится в Д. 

Пусть на открытом множестве Ш) задана функция /(5), х = 
= (71, 12,..., Хт), интегрируемая по Риману на любом замкну- 
том кубируемом подмножестве множества Г). Будем рассмалт- 
ривать всевозможные последовательности {1 О} открытых мно- 
жеств, монотонно исчерпывающих 0 и обладающих тем свойст- 


вом, что замыкание ))„ каждого множества О„ кубируемо (от- 
сюда, в частности, вытекает, что каждое из множеств Пи огра- 
ничено). 

Если для любой такой последовательностьв 41 Пи} существу- 
ет предел числовой последовательности ТТ 1(т) 4х} и этот 

О» 

предел не зависит от выбора последовательности {О}, то 
этот, предел называется несобственным интегралом от функ- 
ции }(х) по множеству О и обозначается одним из следующих 
символов: 


Г Л(х) ах, ||... ГЛ(е1, 12, ..., т) ал 42...ат. (3.18) 
р р 


При этом несобственный ‘интеграл (3.18) называется стодя- 
щимся. 

Отметим, что символ (3.18) используется и в случае, когда 
пределы указанных выше последовательностей не существуют. 
В этом случае интеграл (3.18) называется растодящимся. 

2. Несобственные интегралы от неотрицательных 
функций. Докажем следующую теорему. 

Теорема 3.6. Для сходимости несобственного интеграла 
(3.18) от неотрицательной в области ОР функции }(х), необхо- 
димо и достаточно, чтобы хотя бы для одной последователъ- 
ности кубируемых областей 1 О» }, монотонно исчерпывающих 
область О, была ограниченной числовая последовательность 


ав = ] 1 (5) ах. (3.19) 
Пт 


Доказательство. Необходимость условия теоремы оче- 
видна: последовательность (3.19) — неубывающая (Ю„ содер- 
жится в ити (1) > 0), и поэтому необходимым условием ее 


1) Объединением всех множеств О», называется множество О, содержащее 


все точки каждого из множеств ПО» и такое, что каждая точка О принад- 
лежит по крайней мере одному из множеств ПО. 
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сходимости является ограниченность. Перейдем к доказатель- 
ству достаточности условий теоремы. Так как последователь- 
ность (3.19) ограничена, и не убывает, она, сходится к некоторо- 
му числу Г. Остается доказать, что к этому же числу Г сходится 
последовательность 


где {Г} — произвольная другая последовательность областей, 
монотонно исчерпывающих область 0. Фиксируем любой номер п 


б р. Най и, что О, 
и рассмотрим область О. Найдется номер п1 такой, что 0), со- 
держится в О», ‘'). Поэтому 


ад Зап, < Г. 


Отсюда следует, что последовательность {а } сходится к некото- 
рому числу Г' < Г. Меняя в наших рассуждениях последователь- 
ности а и аи, мы придем к неравенству Г < Г'.. Следовательно, 


Г’ = Г. Теорема доказана. 
Пример. Рассмотрим интеграл 


Г= |] е-*”-У 4 ау, (3.20) 
р 


взятый по всей плоскости. В качестве системы областей {П„}, 
монотонно исчерпывающих область О, возьмем следующую си- 
стему концентрических кругов Пи: 


д Ну? < п), п =1,2,... 


В каждом таком круге 0) перейдем к полярной системе коор- 
динат т, р. Получим 


271 п 


ав, = || е- "У атау = [ Ге" фт аф = п(1-е" 
РБ» оо 


2 


). 


Отсюда, следует, что Ш аи = т. Согласно только что доказан- 
И—оо 


ной теореме интеграл (3.20) сходится и равен л. Отметим, что 


1) Допустим, что это не так. Тогда для любого целого К можно указать 
—/ 
такую точку Мк области П„, которая не принадлежит области Ок. Из по- 
—/ 
следовательности {1 Мь} можно (в силу замкнутости и ограниченности О») 


выделить сходящуюся к некоторой точке М Е РЯ полпоследовательность. 
Точка М вместе с некоторой окрестностью принадлежит одному из мно- 
жеств Оь.. Но тогда этому же множеству Пк, и всем множествам Дь с 
большими номерами принадлежат точки Мк с как угодно большими номе- 
рами. Но это противоречит выбору точек МЬь. 
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интеграл (3.20) может быть представлен в следующей форме \): 


со р. со р. со р. 2 
Г= [е? ах Ге’ ау=| [е? ах 
—со —со —со 


Из этого представления мы получаем значение интеграла, назы- 
ваемого интегралом Пуассона: 2) 


е-?” дл = \/т. 
] Ул 


Докажем следующую теорему. 
Теорема 3.7 (общий признак сравнения). Пусть неот- 


рицательные функции 1(т) и 2(т) всюду в открытом множе- 
стве О удовлетворяют, условию 


[(1) < в(1). 


Тогда из сходимости несобственного интеграла [ 2(т)ах вы- 
р 
текает сходимость несобственного интеграла [ 1(5%) ат. 
р 
Доказательство. Пусть { О» } — последовательность об- 
ластей, монотонно исчерпывающих область О). Из очевидных 


неравенств 
р аи = | }(2) ат < | 2(х) ах = В, 
а а 


следует, что ограниченность последовательности в влечет огра- 
ниченность последовательности аш. Отсюда и из теоремы 3.6 вы- 
текает справедливость сформулированной теоремы. 

Обычно при исследовании несобственных интегралов на схо- 
димость используются стандартные (эталонные) функции срав- 
нения, наиболее употребительной из которых является функция 
8(т) = || Р,р> 0 3). 

Пример 1. Пусть а > 0, В — шар радиуса а с центром в 
начале координат, =(х) = |5|`Р. В качестве последовательности 
{О„} областей, монотонно исчерпывающих Ш), возьмем систе- 
му концентрических слоев П)„, образованных удалением из ша- 
ра О шаров радиуса, 1/% с центром в начале координат. Вводя 


1) В возможности такого представления легко убедиться, если в качестве 
исчерпывающей системы областей взять систему увеличивающихся квадра- 
тов с центрами в начале координат и со сторонами, параллельными осям, а 
затем применить формулу повторного интегрирования по каждому такому 
квадрату. 


2) С. Пуассон — француаский математик и физик (1781-1840). 


3) При этом считают || = \/2? +12+...+9#2. 
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сферическую систему координат (см. п. 3° $ 5 гл. 2), получим 


а 2п п п /т—1 
ав = [© (т) ах = [тоРтТ1 а [ад Гав»...Г| ОП эт д, | адт1. 
Обозначая символом иж положительную величину 


27 п п /т—1 
ит = | 40 [а65... ГП зи Т 0, | адт_1, 
0 0 О \К=1 


мы можем записать 
а 


ат, = мт [ го РТТ д. 
Т/п 
Отсюда вытекает, что последовательность аи ограничена и, 
следовательно, сходится тогда и только тогда, когда р < т. В 


силу теоремы 3.6 несобственный интеграл от функции |1|`Р в 
области О) сходится при р < т и расходится при р 2 т. 
Пример 2. Пусть а > 0, 2 — внешность шара радиуса а 


с центром в начале координат х) = |7 Р. В качестве после- 
) 


довательности {ПЮ„} областей, монотонно исчерпывающих ШО, 
возьмем систему концентрических слоев О», состоящих из всех 
точек т Е Ё", удовлетворяющих условию 


а< т| < п. 
Вводя сферическую систему координат, получим 


п 
ав | 5(т) ах = ат [т РТ 1 ар. 
и а 

Из этого равенства и теоремы 3.6 вытекает, что несобствен- 
ный интеграл от функции |х|_Р в указанной области О сходится 
при р > т и расходится при р < т. 

3. Несобственные интегралы от знакопеременных 
функций. В этом пункте мы выясним связь между сходимо- 
стью и абсолютной сходимостью кратных несобственных инте- 
гралов. При этом, как и в одномерном случае, несобственный 
интеграл | /(5) 4х мы будем называть абсолютно сходящимся, 

р 
если сходится интеграл | |{(5)| 45. Мы докажем, что из абсолют- 
р 

ной сходимости интеграла вытекает обычная сходимость. Наи- 
более удивительным является другое свойство кратных несоб- 
ственных интегралов, не имеющее аналога, в одномерном слу- 
чае и заключающееся в том, что из сходимости несобственного 
кратного интеграла вытекает его абсолютная сходимость. Ины- 
ми словами, мы докажем, что для несобственных кратных ин- 
тегралов понятия сходимости и абсолютной сходимости эк- 
вивалентны. 
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Прежде чем перейти к доказательствам этих свойств, сдела- 
ем несколько предварительных замечаний. 

Из определения несобственного интеграла, следует, что если 
сходится несобственный интеграл по области П от каждой из 
функций |, (т) и }_ (1), то сходятся интегралы от суммы или 
разности этих функций. 

Рассмотрим следующие две неотрицательные функции: 


ро) = Ме), р) = И 3.21) 


Указанные функции могут быть, очевидно, определены 
соотношениями 


(=) = 1(т), если [(х) >20, 
т > 0, если [(5) < 0, 
(3.22) 
# (=) = —}(х), если Ё(т)<О0, 
У = 0, если (5) > 0. 
Отметим также следующие очевидные соотношения, вытекаю- 


з 


щие из определения функций }. (т) и /_ 

ОХ {. (+) < (+), 0</Л (2) < | (*]|, (3.23) 

Ра) = 14а) - (а). (3.24) 

Перейдем теперь к доказательству указанных в начале этого 

пункта утверждений. 

Теорема 3.8. Из абсолютной сходимости кратного несоб- 

ственного интеграла [ 1 (%) 4х следует его обычная сходимость. 
р 


Доказательство. Обратимся к только что введенным 
функциям (т) и } (т). Из интегрируемости в собственном 
смысле функции } (5) по любой кубируемой подобласти области 
О вытекает интегрируемость по О функции |}(5)|, а отсюда и 
из формул (3.21) следует, что функции }, (т) и [_(х) также ин- 
тегрируемы по любой такой подобласти. Используя сходимость 
интеграла ||}(51)| 4х, только что указанное свойство функций 

р 


1+ (1) и Г_ (1), неравенства (3.23) и теорему 3.7, легко убедиться 


в сходимости несобственных интегралов | ]+ (5) ахи | (5) 4х. 
р р 
Отсюда и из соотношения (3.24) следует сходимость интеграла 


| (2) ах. Теорема доказана. 
р 


Докажем теперь обратную теорему. 
Теорема 3.9. Если кратный несобственный интеграл 


[ 1(т) Ат сходится, то он сходится абсолютно. 
р 
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Доказательство. Допустим, что утверждение теоремы 
неверно. Тогда из теоремы 3.6 вытекает, что последовательность 
интегралов от |}(т)| по любой монотонно исчерпывающей об- 
ласть последовательности областей {ПО} будет монотонно воз- 
растающей бесконечно болышой последовательностью. Отсюда 
следует, что последовательность {О„} можно выбрать так, что 


для любого п = 1, 2,... выполняется неравенство 
Г |/ (2) аз >3 Г (а) аз + 20. (3.25) 
Ри Ра 


Обозначим через Р, множество От — Ор. Тогда из (3.25) по- 
лучим для любого п 


И] [1 (2) 421 > 2] | (2) | 45 + 2". (3.26) 
Ри Пт 
Так как |{(т)| = /+(2) + /-(1), то 
Г (аз = ] Ль(в)авт+ ГЛ ( (3.27) 
Ри Ри Ри 


Пусть из двух интегралов в правой части (3.27) большим бу- 
дет первый. Тогда из соотношений (3.26) и (3.27) получим для 


любого п 
Ге )41>2 [|1 (2) 45 + п. (3.28) 
О» 
Разобьем область р, на конечное число областей Р», так, чтобы 
нижняя сумма ›.7т.Ао;, функции },(т) для этого разбиения 
у 


столь мало отличалась от интеграла по Ри» от этой функции, 
что при замене в левой части (3.28) интеграла указанной нижней 
суммой мы получим следующее неравенство: 


У пь,До >] |1 (5) | 45 + п. (3.29) 
| р 


Так как 7 > 0, то в сумме >. ты„До; можно оставить лишь те 


у) 
слагаемые, для которых ти; > 0. Объединение соответствующих 
областей Р,», обозначим через Г». 
В области Р‚, функция }(5%) положительна, и поэтому в этой 


области ](1) = }, (5х). Следовательно, согласно (3.29), получаем 
неравенство 


Г Л(=) 4 > ] |7 (<) | ах + п. (3.30) 
Пт 


Обозначим через 0)» объединение Пи и Р.. Тогда, складывая 
неравенство (3.30) с очевидным неравенством 

Г (2) ат > — ] |9 (2) ах, 

Р» 


Пи 
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получим 


Г 1(2) 4х > п. (3.31) 


Очевидно, последовательность областей {1 0* } монотонно исчер- 
пывает область О. Но тогда, согласно неравенству (3.31), ин- 
теграл | /(5) 4х расходится. Так как по условию этот интеграл 


р 
сходится, то предположение, что утверждение теоремы неверно, 
не имеет места. Теорема доказана. 


4. Главное значение кратных несобственных интегра- 
лов. 


Определение. Пусть функция 1(1) определена при всех х Е 
Е Е” и интегрируема в каждом шаре Кв радиуса В с цент- 
ром в начале координат. Будем говорить, что функция 1(х) 
интегрируема по Коши в Е", если существует, предел 


Ни | /(5) ах. 
к, 


Этот предел мы будем называть главным значенчи- 
е м несобственного интеграла от функции {(х) в смысле Ко- 
ши ц обозначать 


Ур. [(х) ах = Шо | 1(т) ах. 


К-;со Кв 
Пример. Пусть } (5) в сферических координатах имеет вид 


(т) = В(т)=(01, 02, ..., О9т—1), где функции В и = непрерывны, 
причем 


27 п п тр—1 
[ 01 Г а6> ... | =(01, 05, 9 8-1) ( | вшА- 1 в, 9, = 0. 
0 0 0 К=1 


Тогда, очевидно, /(5) интегрируема по Коши и 


\У.р. | 1(<) ах = 0. 


В частности, при т = 2 функция двух переменных / (5%, у) = 
= Р(т) соз ф интегрируема по Коши, и интеграл от нее в смысле 
главного значения равен нулю. 

В случае, когда функция }(т) имеет особенность в некото- 
рой точке хо области О, интеграл в смысле Коши вводится как 


предел 
\.р. | (2) 4х = Шивъю | (2) ах, 
р Рв 


где )в — множество, получаемое удалением из области 0) шара 
радиуса К с центром в точке 10. 


ГЛАВА 4 
КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


В этой главе мы перенесем понятие одномерного определен- 
ного интеграла, взятого по прямолинейному отрезку, на слу- 
чай, когда областью интегрирования является отрезок некото- 
рой плоской или пространственной кривой. 

Такого рода интегралы называются криволинейными. 
В приложениях принято рассматривать криволинейные интег- 
ралы двух родов (от выражений, имеющих скалярный и вектор- 
ный смысл). В этой главе криволинейные интегралы первого и 
второго родов рассматриваются параллельно. 


$ 1. Определения криволинейных интегралов 
и их физический смысл 


Рассмотрим на плоскости Оту некоторую спрямляемую кри- 
вую [/, не имеющую точек самопересечения и участков самона- 
легания. Предположим, что кривая определяется параметриче- 
скими уравнениями 


х=Ф(), у=У@) — (а<1<5, (4.1) 
и сначала будем считать ее не замкнутой и ограниченной точ- 


ками Аи В. 
Предположим далее, что 


функция /(х, У) | две функции Р(х, у) и © (+, у) 


определены и непрерывны вдоль кривой Г = АВ №. 
Разобьем сегмент а < # < БВ при помощи точек а = В < 
<н<Ь <... «В =6на п частичных сегментов [_1, # 


(&=1,2,..., п). 


1) Функция [(т, у) называется непрерывной вдоль кривой Г, 
если для любого = > 0 найдется д > 0 такое, что |} (1, у) — (22, у2)| <= 
для любых двух точек (т1, у1) и (12, у2) кривой Г, удовлетворяющих усло- 


вию \/(х1 — 12)? + (у: — 92)? < д. Фактически мы определили не непрерыв- 


ность, а равномерную непрерывность функции [(х, у) вдоль кривой Г, но 
так как множество всех точек кривой [, ограничено и замкнуто, то эти по- 
нятия совпадают. 
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Так как каждому значению &; соответствует на кривой Г, 
определенная точка, Мь(хь, ук) с координатами хь = Ф(&.), ук = 
= ф(#.), то при указанном разбиении 


сегмента а < $ < В вся кривая Ё = 
= АВ распадается на п частичных дуг 
‚ Ми 1Мь (рис. 4.1). 

Выберем на каждой частичной 
дуге Мь_1ЮМ произвольную точку 
Мк (бк, Тк), координаты бк, Пк которой 
отвечают некоторому значению ту па- 
раметра $, так что & = 0(1%), пк = 


Мом:, М! М., ... 


Рис. 4.1 


= (тк), причем #1 < ть < В. Договоримся обозначать симво- 
лом АЦ, длину К-й частичной дуги Мь_1Мь (К =1,2,..., п). 


Составим 
сумму 


интегральную 


о = Л(ёь, ть) - А. (4.2) 
1 


Назовем число /[ 


пределом 


Составим две интеграль- 


ные Суммы 


02 — У Р(Еь, Пк) (ть — Тк—1), 


и (4.2') 
оз = \ _@(&ь, пь)(уь — ук). 
= (4.2") 


интегральной суммы од. (8 = 


= 1,2, 3) при стремлении к нулю наибольшей из длин А[,, если 


для любого = > 0 найдется д > 0 такое, что |0, — [| < Е, как 
только наибольшая из длин АП, меньше 9. 


Определения 


Если существует предел 
интегральной суммы о1 при 
стремлении к нулю наиболъ- 
шей из длин АЦ;, то этот пре- 
дел называется криволиц- 
нейным интегралом 
первого рода от функиии 
(т, у) по кривой Г, и обозна- 
чается символом 


ГУ(з, ) а 
Г, 


ИЛИ 


Г Л(ж, у) а1. (4.3) 
АВ 


Если существует предел 
интегральной суммы 95|03. 
при стремлении к нулю нам- 
большей из длин А, то этот 
предел называется криво- 
линейным интегралом 
второго рода шц обозна- 
чается символом 


Г Р(ш, у) 42| | ©(, у) 49|. 
АВ АВ 


Сумму 


Г Р(х, у) 4+ | О(т, уау 
АВ АВ 
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Выясним физический 
волинейных интегралов. 


Пусть вдоль кривой Г, рас- 
пределена масса с линейной 
плотностью (т, у). Для вы- 
числения массы всей кривой 
естественно разбить эту кри- 
вую на малые участки и, счи- 
тая, что на каждом участке 
плотность меняется мало, по- 
ложить массу каждого участ- 
ка приближенно равной произ- 
ведению некоторого промежу- 
точного значения плотности на 
длину этого участка. 

В таком случае масса всей 
кривой приближенно будет 
равна интегральной сумме 
(4.2). Точное значение мас- 
сы естественно определить 
как предел суммы (4.2) при 
стремлении к нулю длины 
наибольшего участка. 

Таким образом, криволи- 
нейный интеграл первого рода 
(4.3) дает массу кривой, ли- 
нейная плотность вдоль ко- 
торой равна }(х, у). 
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принято называль общим 
криволинейным интег- 
ралом второго рода и 
обозначать символом 


Г Р(х, уаз+ | О(х, у ау. 
АВ АВ 
(4.3') 


смысл введенных нами кри- 


Пусть материальная точ- 
ка движется из Ав В вдоль 
кривой [, под действием силы 
Е(х, у), имеющей компоненты 
Р(т, у) и О(т, у). Для вычис- 
ления работы по такому пере- 
мещению естественно разбить 
кривую [, на малые участки и, 
считая, что на каждом участ- 
ке сила меняется мало, поло- 
жить работу на каждом участ- 
ке приближенно равной сумме 
произведений компонент силы, 
взятых в некоторых промежу- 
точных точках, на компонен- 
ты вектора смешения. В та- 
ком случае полная работа, по 
перемещению из А в В бу- 
дет приближенно равна сумме 
(4.2') и (4.2"). Точное значение 
этой работы естественно опре- 
делить как предел указанной 
суммы при стремлении к нулю 
длины наибольшего участка. 

Таким образом, общий кри- 
волинейный интеграл второ- 
го рода (4.3') дает работу 
по перемещению материаль- 
ной точки из А в В вдоль 
кривой [, под действием силы, 
имеющей компоненты Р(х, у) 


и О (т, у). 


Замечание 1. Из вида сумм (4.2), (4.2') и (4.2") очевид- 
но, что криволинейный интеграл первого рода не зависит от то- 
го, в каком направлении (от Ак В или от В к А) пробегается 
кривая Г, а для криволинейного интеграла, второго рода изме- 
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нение Направления на кривой ведет к изменению знака, т. е. 


Г Р(з, у) а = — ] Р(з, у)аз, ] О(х, у) ау =- Г О(х, у) ау. 
АВ ВА АВ ВА 


Замечание 2. Для пространственной кривой совершен- 
но аналогично вводится криволинейный интеграл первого рода 


[Г Л(х, у, 2) Ч и три криволинейных интеграла, второго рода 
АВ 


Г Р(т, у, 4х, | От. зах, [Г Е(х, у, 2) 42. 
АВ АВ АВ 


Сумму трех последних интегралов принято называть общим 
криволинейным интегралом второго рода и 
обозначать символом 


Г Р(е, у, 2) 4х + О(х, у, ау + Ве, у, 2) 42. 
АВ 


$ 2. Существование криволинейных интегралов 
и сведение их к определенным интегралам 


Договоримся называть кривую [, гладкой, если функ- 
ции ‹р(+) иф(® из определяющих ее параметрических уравнений 
(4.1) обладают на, сегменте [а, | непрерывными производными 
Р'В и’ 1). 

Кривую [Г мы будем называть кусочно-гладкой, если 
она непрерывна и распадается на конечное число не имеющих 
общих внутренних точек кусков, каждый из которых представ- 
ляет собой гладкую кривую. 

В соответствии с договоренностью принятой еще в главах 15 
и 16 вып. 1, мы будем называть особыми точками кривой [, точ- 
ки, соответствующие тому значению параметра $, для которого 
обе производные ф'(Ё) и 4'(Ё) обращаются в нуль. 

Докажем, что если кривая [Г = АВ является гладкой и не со- 
держит, особых точек и если функции 1 (х, у), Р(х, у) чО(т, у) 
непрерывны вдоль этой кривой, то справедливы следующие фор- 
мулы, сводящие криволинейные интегралы к обычным. опреде- 
ленным интегралам: 


Ь 


| 
Г У(х, у) @ = ] НФ, $] х |] Р(з, уаз = [ГР [Ф(®, $ ]х 
АВ а АВ 


а, 


х [82 + (9 а. (4.4) хф(Ю а (4.4) 


1) Под этим подразумевается, что производные ф'(Ё) и у'(Ь) непрерывны 


в любой внутренней точке сегмента [а, 6] и обладают конечными предель- 
ными значениями в точке а справа и в точке В слева. 
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| 
ГО» у) 4у = 9 [2(®, $0] х 
х (Ва (4.4” 


Одновременно будет доказано существование всех фигури- 
рующих в этит формулах криволинейных интегралов. 

Прежде всего заметим, что определенные интегралы, сто- 
ящие в правых частях формул (4.4), (4.4') и (4.4"), заведомо 
существуют (ибо при сделанных нами предположениях подын- 
тегральные функции в каждом из этих интегралов непрерывны 
на сегменте а < {© 5). 

Для криволинейного интеграла второго рода мы будем вы- 
водить только формулу (4.4') (ибо вывод формулы (4.4") совер- 
шенно аналогичен). 

Как ив $1, разобьем сегмент а < # < В при помощи точек 
а=и<н<Ь <... < в = 6 на п частичных сегментов и 
составим интегральные суммы (4.2) и (4.2'). 

Учтем теперь, что 


А = | РЕ в. |“ 179 - еь-) = 


Это позволяет нам следующим образом переписать выраже- 
ния для интегральных сумм (4.2) и (4.2'): 


п п 


я=У. } Люби ф(тк)] х дэ = У. Рыб ф(тк)] х 


&=1 &=1 
к] А>(Р- и} к] (2! (#) и} (4.5') 
(4.5) = 


(Мы учли также, что & = Ф(ть), пк = (ть), где ть — неко- 
торое значение параметра $, удовлетворяющее условию _1 < 
<< Ы.) 

Обозначим теперь определенные интегралы, стоящие в пра- 
вых частях формул (4.4) и (4.4'), соответственно через Ат и Ад. 
Разбивая сегмент а < & < В на сумму п частичных сегментов 
[к_1, |, мы можем следующим образом записать определен- 
ные интегралы Ати Ко: 


К! = | | Ф(Р), ФФ] х п | 
И 


х УрО вР а. |  *“" 
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Рассмотрим и оценим разности 


—_ К1 — 00 — Ко — 
=». / {ЛФ(ть), Ф(тк)] — =>. р Ра»), Ф(ть)] — 
КЕ КЕ 
— Л Ф®, $} х — РФ(®, 9(И р (аь. (4.6') 


ху] + (ОР 4. (4.6) 

Так как функции 1 = ф(® иу = ф(®) непрерывны на сегменте 
а <Т < 6, а функции { (5, у) и Р(5, у) непрерывны вдоль кривой 
Г, то по теореме о непрерывности сложной функции (см. $8 3 
гл. 14 вып. 1) функции ПФ, $(®|] и Рф, Ф(®]| непрерывны 
на сегменте а << 6. 

Заметим теперь, что при стремлении к нулю наибольшей из 
длин частичных дуг А/; стремится к нулю и наибольшая из 
разностей (# ——1) ). Но отсюда следует, что для любого = > 
> 0 можно указать д > 0 такое, что при условии, что наибольшая 
из длин Ай, меньше д, каждая из фигурных скобок в формулах 
(4.6) и (4.6'’) меньше =. “Стало быть, при условии, что наибольшая 
из длин А[; меньше д, мы получим для разностей (4.6) и (4.6') 
следующие оценки: 


|о1 — Ат <=;ЕХ 


п в |с2 — К2| < <=> | |’ ($ Да < 
х>` Г УБОРЫ а = т 
К=1-1 <.му` | ф=ЕМ(Ь — а), 
г Иер! 2 / 2 ВЕ 
— Е] ИГ 4 = = где М - максимальное значе- 
ние |‹'(1)| на сегменте а << 


где [— длина кривой АВ. < 6. Подчеркнем, что при вы- 
воде формулы (4.4’) нам требу- 
ется лишь непрерывность ‹р'(#) 
и спрямляемость кривой [ = 
= АВ (непрерывность 4({) 
при этом не требуется). 


о 
1) В самом деле, А1, = [Р-Р 4. Так как функции ф’(Ё) и 


1 
/ 
4 (Е) непрерывны на сегменте а < # < фи не обращаются в нуль одновремен- 


но, то функция \/[’(1)]2 + [4]? непрерывна и строго положительна на 
сегменте а < Ё З 6. Поэтому и минимальное значение т последней функции 


на сегменте а < # < ВБ положительно. Но тогда Ай > т | АЕ = ть _1), 
1 


т. е. ф; — 1 < (1/т,) А. 


124 КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ГЛ. 4 


В силу произвольности = мы можем утверждать, что интег- 
ральные суммы 01 и 02 имеют (при стремлении к нулю наи- 
большей из длин А{[.) пределы, соответственно равные А1 и Ко. 
Тем самым одновременно доказано существование криволиней- 
ных интегралов, стоящих в левых частях формул (4.4) и (4.4'), 
и справедливость указанных формул. 

Замечание 1. В случае кусочно-гладкой кривой Г, кри- 
волинейные интегралы по этой кривой естественно определить 
как суммы соответствующих криволинейных интегралов по всем 
гладким кускам, составляющим кривую [,. Таким образом, ра- 
венства (4.4), (4.4') и (4.4"”) оказываются справедливыми и для 
кусочно-гладкой кривой [. Эти равенства, справедливы и в слу- 
чае, когда функции }(х, у), Р(х, у) иО(т, у) являются не строго 
непрерывными, а лишь кусочно-непрерывными вдоль кривой [ 
(т. е. когда кривая Г распадается на конечное число не имею- 
щих общих внутренних точек кусков, вдоль каждого из которых 
указанные функции непрерывны). 

Замечание 2. Совершенно аналогичные результаты и 
формулы справедливы и для криволинейных интегралов, взя- 
тых по пространственной кривой [ = АВ, определяемой пара- 
метрическими уравнениями 


х=Ф(И, у=У(, д=х@®  (а<1<0.. 


Мы ограничимся лишь написанием формул 


Г Л(х, у.) = Г Р(х, у, 2) ах = 
АВ р АВ , 
= Л), 9(%), х@] х =] Рф(®, 4(%, (9 а 
х В+ (ВР С. [ С(т, у, 2) т = 
АВ 
Ь 
=] 9 (8, 9(%), +(] "(9 а, 
[Г В(х, у, =) аз = 
АВ 


Замечание 3. Выше мы установили, что криволинейный 
интеграл второго рода зависит от направления обхода кривой 
[ = АВ. Поэтому следует принять особую договоренность о 
том, что мы понимаем под символом 


] Ро у) ат + О(т, у ау (4.7) 
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в случае, когда [—замкнутая кривая (т. е. в случае, когда 
точка В совпадает с точкой А). 

Из двух возможных направлений обхода замкнутого контура 
Ё мы назовем положительным то направление обхода, 
при котором область, лежащая внутри 
этого контура, остается по левую сторо- 
ну по отношению к точке, совершающей 


обход !). На рис. 4.2 положительное на- 
правление обхода изображено стрелками. 

Будем считать, что в интеграле 
(4.7) по замкнутому контуру Ё этот 
коттур всегда обходится в полоэжителъ- 
ном направлении. 

Замечание 4. Легко показать, что Рис. 4.2 
криволинейные интегралы обладают, те- 
ми ке свойствами, что и обычные определенные интегралы 
(доказательства, аналогичны изложенным в $ 5 и бгл. 10 вып. 1). 
Впрочем, при более жестких предположениях указанные свойс- 
тва сразу вытекают из формул (4.4), (4.4') и (4.4"). 

Перечислим эти свойства применительно к криволинейным 
интегралам первого рода. 

1°. Линейное свойство. Если для каждой из функ- 
ций }(т, у) и 2(т, у) существует криволинейный интеграл по 
кривой АВ и если а и В — любые постоянные, то для функции 
[®}(х, у) + ВЕ(т, у)| также существует криволинейный интеграл 
по кривой АВ, причем 


Г[@Л(х, у) + Ве(т, у] Ш=а ] (т) ШВ] в(т, у) 4. 
АВ АВ АВ 


2°. Аддитивность. Если дуга АВ составлена из двух 
дуг АС и СВ и если для функции }(х, у) существует криволи- 
нейный интеграл по дуге АВ, то для этой функции существует 
криволинейный интеграл по каждой из дуг АС и СВ, причем 


ГУ(«уй= Г еуа- | Ее, уча. 
АВ АС СВ 


3°. Оценка модуля интеграла. Если существует 
криволинейный интеграл по кривой АВ от функции {(т, у), то 
существует и криволинейный интеграл по кривой АВ от функ- 


ции |} (т, у)|, причем 
|7 Лаз да] < [аа 
АВ АВ 


1) Такое направление движения условно можно назвать «движением про- 
тив часовой стрелки». 
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4°. Формула среднего значения. Если функция 
1(т, у) непрерывна вдоль кривой АВ, то на этой кривой 
найдется точка М” такая, что 


] У(ж, ур =1. УМ»), 
АВ 


где [ — длина кривой АВ. 
Примеры. 1°. Вычислить массу эллипса, [,, определяемо- 
го параметрическими уравнениями 


х = ас0оз у=фзш& (0 <#< 2м) 


при условии, что а > 6 > 0 и что линейная плотность распреде- 
ления массы равна р = |у|. 
Задача сводится к вычислению криволинейного интеграла 


первого рода | |у| 41. 
Г, 
С помощью формулы (4.4) получим 


27 
Га! =Ь | |1 Ма? э17 #+ 62 соз? { @& = 
Г п о 27 
= 6 [зш# Ма? т? 2-62 с032 а — Ь [ зт #\а? т? +62 с082 & аЁ = 
0 п 
п 
= -6 [| \/а? — (а? - 52) соз? + 4(соз® + 
0 


27 
+5 [| Маз — 2 — со? а(соз (+ те, 
е 
гдее = \а? — 5? /а |. 


2°. Вычислить криволинейный интеграл второго рода 
Г= |(2? — 2ту) ах + (у? — 2ту) ау, 
Г, 


в котором Г — парабола у = 14° при —1 < х < 1. Указанную 
параболу можно рассматривать как кривую, задаваемую пара- 
метрическими уравнениями 


1 = $, 
у=Ё (-1<#<1.. 
Поэтому с помощью формул (4.4') и (4.4") мы получим, что 


[= (2 — 28) аЕ+ (а — 28) 2+4 = — (14/15). 


1) Напомним, что величину е В аналитической геометрии называют 
эксцентриситетом. 


ГЛАВА 5 
ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


В этой главе будет рассмотрен вопрос об интегрировании 
функций, заданных на поверхностях. В связи с этим предва- 
рительно исследуется вопрос о понятии поверхности и понятии 
площади поверхности. 


$ 1. Понятие поверхности 


1. Понятие поверхности. Отображение } области !) С на 
плоскости на множество С” трехмерного евклидова простран- 
ства называется гомеоморфным, если это отображение 
представляет собой взаимно однозначное соответствие между 
точками а и С”^, при котором любой сходящейся последова: 
тельности 1{М»ь\ точек из С соответствует сходящаяся после- 
довательность {М*} точек из * и каждой сходящейся после- 
довательности точек {1 М*} из С* отвечает сходящаяся последо- 
вательность {Ми} точек из а. Иными словами, гомеоморфное 
отображение области (С на множество С” —это взаимно одно- 
значное и взаимно непрерывное отображение указанных мно- 
жеств. Мы будем говорить, что С” является образом С при 
гомеоморфном отображении {. 

Рассмотрим следующий пример. Пусть С’ — область на плос- 
кости Оту, (и, 9) — координаты точек М этой области, # = 
= 2(М) — непрерывная в а функция, С* — график этой функ- 
ции. Очевидно, отображение } области С на С», задаваемое со- 
отношениями 


т=и, У=о 2=ЕФР(и, 5) 


является гомеоморфным отображением этой области на множе- 
ство С”. 
Введем понятие элементарной поверхности. 
Мноэжество Ф точек трехмерного пространства называется 
элементарной поверхностью, если это множество 


1) Напомним, что областью называется множество, каждая точка 
которого является внутренней. 
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является образом открытого круга С при гомеоморфном ото- 


бражении а в пространство ). 
С помошью понятия элементарной поверхности вводится по- 
нятие так называемой простой поверхности. 
Предварительно введем понятие окрестности точки множе- 


ства, Ф евклидова пространства ЕЗ. 
Окрестностью точки М множества Ф называется общая 
часть множества Ф и пространственной окрестности точки М. 
Множество Ф точек пространства называется простой 


поверхностью, если это множество связно 2?) и любая 
точка этого множества имеет окрестность, которая явля- 
ется элементарной поверхностью. 

Отметим, что, элементарная поверхность является простой 
поверхностью, но простая поверхность, вообще говоря, не явля- 
ется элементарной. Например, сфера, — простая, но неэлементар- 
ная поверхность. 

Сформулируем понятие общей поверхности. 

тображение /[ простой поверхности С назовем л о- 
кально-гомеоморфным, если у каждой точки С’ есть 
окрестность, которая гомеоморфно отображается на свой образ. 

Множество Ф точек пространства называется общей 
повертностью, если оно является образом простой поверх- 

ности при локально-гомеоморфном 
ее отображении в пространство. 
Замечание 1. Отметим, что 
окрестности точек на общей поверх- 
ности вводятся как образы окрестно- 
стей точек той простой поверхности, 
образом которой является данная об- 
шая поверхность. 
Рис. 5.1 Замечание 2. Простая по- 
верхность, очевидно, является по- 
верхностью без самопересечений и без самоналеганий. Общая 
поверхность может иметь самопересечения и самоналегания. На: 
пример, изображенная на рис. 5.1 поверхность имеет самопере- 
сечения, но является локально-гомеоморфным образом цилин- 
дрического пояса и поэтому является общей поверхностью. 

2. Регулярная поверхность. Введем понятие регулярной 

(© раз дифференцируемой) поверхности. 


1) Мы рассматриваем трехмерное евклидово пространство, хотя можно 
рассматривать евклидово пространство любого числа измерений и говорить 
о двумерной поверхности в этом пространстве. 


2) Напомним, что множество называется связным, если любые две его 
точки можно соединить непрерывной кривой, целиком состоящей из точек 
этого множества. 
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Поверхность Ф, точки которой имеют координаты 5, у, 5, 
называется регулярной (Е раз дифференцируемой), 
если при некотором ЕЁ > 1 у каждой точки Ф есть окрест- 
ность, дотускающая К раз дифференицируемую параметризацию. 
Это означает, что каждая указанная выше окрестность предста: 
вляет собой гомеоморфное отображение некоторой элементар- 


ной области С'") в плоскости ио при помощи соотношений 
х = (и, 9), У=Уу(и, 0), 2= (и, 5), (5.1) 


в которых функции т(и, %), у(и, 5), 2(и, и) являются К раз диф- 
ференцируемыми в области С. 

Если К = 1, то поверхность обычно называется гладкой. 

Мы будем также говорить, что с помощью соотношений (5.1) 
в окрестности точки на поверхности вводится регулярная пара- 
метризация с помощью параметров и и %. 

Замечание 1. Если вся поверхность Ф представляет ото- 
бражение области С' при помощи соотношений (5.1), то мы будем 
говорить, что на Ф введена единая параметризация. 

Точка, регулярной поверхности называется обыкновенной, ес- 
ли существует такая регулярная параметризация некоторой ее 
окрестности, что в этой точке ранг матрицы 


А= (и (5.2) 


Фу У 2% 


равен двум. В противном случае точка поверхности называется 
особой. 

Область С на плоскости будем называть простой, если 
эта область представляет собой простую плоскую поверхность. 
Например, кольцо без границы является простой областью. 

Будем говорить, что функция / (и, 9) принадлежит в С клас- 
су С*, если она К раз дифференцируема и все ее частные про- 
изводные порядка А непрерывны в С. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 5.1. Пусть в простой области а на плоскости 
и) заданы функции т(и, и), у(и, и), 2(и, 5) класса СК, К > 1, 
причем ранг матрицы (5.2) равен двум во всех точках а. Тогда 
соотношения (5.1) определяют в пространстве множество Ф, 
которое представляет собой регулярную, Е раз дифференииру- 
емую общую поверхность без особых точек. 

Доказательство. Очевидно, достаточно убедиться в 
том, что с помощью соотношений (5.1) осуществляется локаль- 
но-гомеоморфное отображение области С на множество Ф. 


1) Область С на плоскости называется элементарной, если она явля- 
ется образом открытого круга при гомеоморфном отображении этого круга 
на плоскость. 


5 В.А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 
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Пусть М0 (50, у0, 20) — любая фиксированная точка множест- 
ва Ф, отвечающая значениям (0, 50) параметров (и, 0) (рис. 5.2). 
По условию ранг матрицы А равен двум в точке (0, 90). Пусть, 
ради определенности, в этой точке отличен от нуля определи- 


тель | с. и“ |матрицы А. Поскольку указанный определитель яв- 
Р(х, у) 


О(и, 5) 
функции т(и, и), у(и, и) имеют непрерывные частные производ- 
ные в области С’, то по теореме о разрешимости системы функ- 


ляется якобианом и отличен от нуля в точке (0, 90), а 


Рис. 5.2 


циональных уравнений (см. теорему 15.2 вып. 1) найдется такая 
окрестность Н точки (50, у0) на плоскости О;ту, что в пределах 
этой окрестности существует единственное и К раз дифферен- 
цируемое решение 


и=и(т, у), и =у(т, у) (5.3) 
системы 
(и, о) -х=0, у(и,9) -у=0. 
Из проведенных рассуждений вытекает, что некоторая окрест- 
ность Н точки (50, у0) представляет собой гомеоморфное ото- 
бражение некоторой окрестности С точки (ид, 90) с помощью 
соотношений х = 5(и, %), у = у(и, 9) (обратное отображение Н 
на С’ осуществляется с помощью соотношений (5.3)). 
Подставляя выражения (5.3) для и и % в соотношение 2 = 
= 2(и, 9), мы убедимся, что некоторая окрестность Ф точки 
Мо на множестве Ф является графиком К раз дифференциру- 
емой функции 2 = 2(и(х, у), (т, у)) = 2(х, у). Но это означает, 
что с помошью функции 2(т, у) осуществляется гомеоморфное 
отображение окрестности Н точки (10, у0} плоскости Оту на 
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указанную окрестность Ф точки № множества Ф. Очевидно, 
что окрестность С' точки (0, 50} гомеоморфно отображается на 


окрестность Ф точки Му на множестве Ф !). Иными словами, 
Ф представляет собой образ С при локально-гомеоморфном ото- 
бражении в пространство и является поэтому общей поверхно- 
стью. Теорема доказана. 

Замечание 2. В процессе доказательства теоремы мы 
установили, что у каждой точки Мо поверхности Ф без особых 


точек имеется окрестность Ф, однозначно проецирующаяся на 
одну из координатных плоскостей и являющаяся поэтому гра- 
фиком К раз дифференицируемой функции (в доказательстве те- 
оремы этой функцией была функция 5(т, у)). 

На рис. 5.2 указаны точки Мо и №, окрестности которых од- 
нозначно проецируются на плоскости Оту и От соответственно. 

3. Задание поверхности с помощью векторных функ- 
ций. Рассмотрим регулярную поверхность Ф. Эта поверхность 
представляет собой некоторое множество точек М пространства 


ум 
° Линия 


Линия и 


Рис. 5.3 


с координатами (т, у, 2) (рис. 5.3). Обозначим через г(М) век- 
тор, идущий из начала координат в точку М поверхности. Оче- 
видно, Г(М) представляет векторную функцию пере 
менной точки М поверхности 2). Эта функция обычно называ» 
ется радиусом-вектором поверхности Ф. 

Обратимся к той окрестности точки М, которая представля- 
ет собой гомеоморфное отображение некоторой элементарной 


1) Мы воспользовались здесь очевидным утверждением о том, что после- 
довательное проведение гомеоморфных отображений дает в результате так- 
же гомеоморфное отображение. 


2) Векторную функцию можно рассматривать как совокупность трех ска- 
лярных функций. Подробные сведения о векторных функциях даются в $ 1 
гл. 12. По мере надобности мы будем использовать эти сведения. 


БЖ 
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области С ') при помоши соотношений (5.1) (на, рис. 5.3 эта 
окрестность обведена штриховой линией). Тогда, очевидно, ко- 
ординаты х(и, 9), у(и, и), 2(и, и) точки М являются координа- 
тами вектора г(М). Ясно, что в этой окрестности функция т(М) 
будет функцией переменных и и у: г(М) = т(ч, %). При фикси- 
рованном значении переменной % конец радиуса-вектора т (и, 9) 
описывает в рассматриваемой окрестности кривую, называемую 
линией и (или линией о = соп8%). При фиксированном значении 


переменной и конец радиуса-вектора т(и, и) описывает линию и 


(линию и = сопз®). Эти линии и и 9 называются координатными 
линиями на поверхности Ф в рассматриваемой окрестности. 
Таким образом, в некоторой окрестности каждой точки по- 
верхности Ф может быть введена система координатных ли- 
ний ци 9. Эта, система координатных линий называется также 


Особая точка Линия особых точек 


Рис. 5.4 


системой криволинейных координат на поверх- 
ности (точнее — в рассматриваемой окрестности). 

В $1 гл. 12 указан геометрический смысл производных Ти и 
т. векторной функции г (и, и). Эти векторы представляют собой 
векторы касательных к координатным линиям (см. рис. 5.3). 

С помощью векторов ги и г, можно уяснить геометрический 
смысл обыкновенной и особой точек регулярной поверхности. 

Напомним, что точка М поверхности называется обыкновен- 
ной, если в окрестности этой точки можно ввести такую пара- 
метризацию с помощью уравнений (5.1), что ранг матрицы А 
(см. соотношение (5.2)) в этой точке равен 2. Так как строки ма- 
трицы А состоят из координат векторов Ги ит, и ранг А равен 
двум, указанные векторы линейно независимы. Итак, обыкно- 
венная точка характеризуется тем, что в окрестности этой точ- 
ки можно ввести такую параметризацию, что векторы тг и Гу в 
точке Л линейно независимы. 


1) Область С на плоскости называется элементарной, если, она представ- 
ляет собой гомеоморфный образ открытого круга. 
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На, рис. 5.3 точка М является обыкновенной точкой поверх- 
ности Ф. На, рис. 5.4 изображены поверхности с особыми точками. 

4. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 
Односторонние и двусторонние поверхности. Мы уже вве- 
ли понятие касательной плоскости к поверхности, представляю- 
щей собой график дифференцируемой функции д = 2(5, у) (см. 
п. 2 $ 4тл. 14 вып. 1). Напомним, что касательная плоскость 
в точке Ло определялась как плоскость, обладающая тем свой- 
ством, что угол между этой плоскостью и секущей МоМ(М — 
произвольная точка поверхности) стремится к нулю при стрем- 
лении М к Мб. Мы доказали, что если 2(5, у) — дифференциру- 
емая в точке (10, у0) функция, то в точке Мо(т0, у0, 2(т0, у0)) 
поверхности существует касательная плоскость. 

Убедимся, что в любой обыкновенной точке гладкой поверх- 
ности существует касательная плоскость. Для этого, очевидно, 
достаточно установить, что некоторая окрестность обыкновен- 
ной точки поверхности представляет собой график дифферен- 
цируемой функции. Но в п. 2 этого параграфа (см. замечание 


указанного пункта) было доказано это свойство для любой обык- 
новенной точки гладкой поверхности. Следовательно, в любой 
обыкновенной точке гладкой поверхности существует касателъ- 
ная плоскость. 

Замечание 1. Из определения касательной плоскости к 
поверхности Ф следует, что касательная прямая в точке М к 


любой гладкой линии 1), расположенной на поверхности и про- 
ходящей через /Л4у, лежит в касательной плоскости к Ф в точке 
Мо. Так как векторы ТГ, и г, являются касательными к лини- 
ям ии %, проходящим через №0, то эти векторы располагаются 
к касательной плоскости в точке Мо. 

Введем понятие нормали к поверхности Ф в точке ЛМ. 

Нормалью к поверхности Ф в точке Мо называется пря- 
мая, проходящая через \№д и перпендикулярная к касательной 
плоскости в /4д. Вектором нормали к поверхности в точ- 
ке Ло будем называть любой ненулевой вектор, коллинеарный 
нормали в ЛМ. 

Пусть Ло — обыкновенная точка гладкой поверхности Ф и 
некоторая окрестность Ф этой точки определена, с помощью та: 
кой векторной функции т(и, 9), что векторы Ги и Г. в точке М0 
не коллинеарны. Тогда, очевидно, вектор 


М = гг. | (5.4) 


1) Линия Г, называется гладко й, если она может быть задана с по- 
мощью векторной функции т(Ё) класса С", для которой г'’(#) = 0 (более 
подробно см. 8 2 гл. 12). 
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является вектором нормали к поверхности, а вектор 


п = Риго] (5.5) 
[ито] 
единичным вектором нормали к поверхности. 

Замечание 2. Так как по условию поверхность является 
гладкой, то векторная функция М№(и, 9) и векторная функция 
п(и, ©), определенные соответственно с помощью соотношений 
(5.4) и (5.5), будут непрерывными. Таким образом, в некоторой 
окрестности каждой точки гладкой поверхности существует 
непрерывное векторное поле нормалей. 

Естественно возникает вопрос — на всякой ли гладкой по- 
верхности в целом существует непрерывное векторное поле нор- 

малей? Оказывается, есть по- 


: 
А А’ ществует в целом непрерывного 


векторного поля нормалей. При- 


вл" мером такой поверхности мо- 
о жет служить так называемый 
® .. СЕ] 
> лист Мёбиуса 1), изображенный 
_— на рис. 5.5. (Эта поверхность 
получается из прямоугольника 
АВВ'А' 
Рис. 55 путем склеивания сто- 


рон АВ и А’'Б’ таким образом, 
что при этом совпадают точки А и В', и точки А’ и В, см. 
рис. 5.5). 

Поверхности, на которых в целом существует непрерывное 
векторное поле нормалей, будем называть двусторонними. 
Поверхности, на которых в целом такого поля не существует, 
будем называть односторонними. 

Плоскость, сфера, эллипсоид, однополостный гиперболоид — 
двусторонние поверхности, лист Мёбиуса — односторонняя по- 
верхность. 

В дальнейшем мы будем рассматривать лишь двусторонние 
поверхности. 

5. Вспомогательные леммы. В этом пункте мы докажем 
некоторые нужные для дальнейшего утверждения. 

Лемма 1. Пусть Мо — обыкновенная точка гладкой поверх- 
ности Ф. Тогда некоторая окрестность точки Мо однозначно 
проецируется на касательную плоскость, проведенную в любой 
точке этой окрестности. 

Доказательство.  Убедимся, что указанным в лемме 


свойством обладает, например, та окрестность Ф точки Мо, в 
пределах которой нормаль в любой точке составляет с нормалью 


1) А. Мёбиус — немецкий математик (1790-1868). 
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в Мь угол, меньший л /4, и которая однозначно проецируется на 
некоторый круг в одной из координатных плоскостей (напри- 
мер, Ох) !). Отметим, во-первых, что нормали в любых двух 
точках Ф образуют угол, меньший л/2. Далее, пусть Ф не обла- 
дает указанным свойством. Тогда, для некоторой точки М из Ф 


можно найти такие точки Ри О из Ф, что хорда РО параллельна 
нормали ®м в М (рис. 5.6). Рассмо- 


трим линию пересечения Ф с плос- 
костью, параллельной (2 и проходя- 
щей через РО. В силу выбора окрест- 
ности Ф часть РМО этой линии 
лежит в Ф и представляет собой 
график дифференцируемой функции, 
заданной на отрезке, являющемся 
проекцией РО на плоскость Оту. 
По теореме Лагранжа касательная в 
некоторой точке М этой части парал- 
лельна хорде РО и, следовательно, 
параллельна нормали пм в М. Но 
тогда нормаль в №, перпендикулярная упомянутой касательной, 
образует угол л/2 с нормалью в М. Но этого не может быть, так 


Рис. 5.6 


как нормали в любых двух точках Ф (в том числе и в точках М 
и №) образуют угол, меньший л/2. Полученное противоречие 
убеждает нас в справедливости леммы. Лемма доказана. 

Введем понятие полной поверхности. Поверхность Ф на- 
зывается полной, если любая фундаментальная последователь- 
ность точек этой повертности сходится к некоторой точке 
повертности Ф. 

Плоскость, сфера, эллипсоид, однополостный гиперболоид — 
примеры полных поверхностей. Круг без границы, любое откры- 
тое связное множество на сфере — неполные поверхности. Огра- 
ниченные полные поверхности и ограниченные замкнутые части 
полных поверхностей мы будем в дальнейшем называть ограни- 
ченными полными поверхностями. 

Будем говорить, что часть Ф имеет размеры меньше д, если 
эта часть помещается внутри некоторой сферы, диаметр кото- 
рой меньше 0. 


1) Возможность выбора такой окрестности Ф вытекает из следующих со- 
ображений. В предыдущем пункте мы отметили (см. замечание 2), что 
в некоторой окрестности обыкновенной точки на поверхности существует 
непрерывное векторное поле нормалей. Поэтому в достаточно малой окрест- 
ности Мо нормали составляют с нормалью в Мо угол, меньший л/4. Мы 
также установили, что некоторая окрестность М однозначно проецирует- 
ся на координатную плоскость. Очевидно, в этой окрестности есть часть, 
проецирующаяся на некоторый круг в координатной плоскости. 
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Справедлива следующая лемма. 

Лемма 9. Пусть Ф — гладкая, ограниченная полная поверт- 
ность без особых точек. Существует такое д > 0, что любая 
часть Ф, размеры которой меньше д, однозначно проецирует- 
ся на касательную плоскость, проходящую через любую точку 
этой часты. 

Доказательство. Допустим, что утверждение леммы 
неверно. Тогда, для любого д„ = 1/п, п =1,2,... можно указать 
часть Ф„ поверхности Ф, размеры которой меньше д, и которая 
не проецируется однозначно на касательную плоскость в неко- 
торой своей точке. Выберем в каждой части Ф„ точку Мы и вы- 
делим из последовательности {1 М» } подпоследовалтельность, схо- 


дящуюся к некоторой точке М поверхности Ф !). Рассмотрим 
окрестность точки М0, удовлетворяющую условиям леммы 1. 
При достаточно большом п эта окрестность будет содержать 
каждую часть Фи. Но тогда эта часть должна проецироваться 
на касательную плоскость (в любой своей точке), а это проти- 
воречит выбору частей Ф„. Лемма доказана. 

Справедлива следующая лемма. 

Лемма 9. Пусть Ф — гладкая, ограниченная полная поверт- 
ность без особых точек. Существует такое д > 0, что любая 
часть Ф, размеры которой меньше д, однозначно проецируется 
на одну из координатных плоскостей. 

Доказательство этой леммы проводится в полной аналогии с 
доказательством леммы 2. 

Лемма 4. Пусть Ф — гладкая, ограниченная, полная 0дву- 
сторонняя поверхность без особых точек. Тогда для любого Е > 0 
можно указать такое д > 0, что для косинуса угла у между 
единичными векторами нормалей в любых двут точках произ- 


вольной части Ф поверхности, размеры которой меньше д, спра- 
ведливо представление 


соз 7 =1-— аз, (5.6) 


где |@ф| < Е. 

Доказательство. Рассмотрим непрерывное на Ф век- 
торное поле единичных нормалей п(М) (такое поле существу- 
ет, так как Ф двусторонняя поверхность). Векторная функция 
п является равномерно непрерывной, поскольку Ф — ограничен- 
ная полная поверхность и поэтому представляет собой ограни- 
ченное замкнутое множество. Поэтому для любого = > 0 мож- 
но указать такое д > 0, что для произвольных двух точек М1 
и Л> поверхности Ф, расстояние между которыми меньше 0, 


1) Так как Ф — ограниченная полная поверхность, то такую подпоследова- 
тельность выбрать можно. 
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выполняется неравенство 
|% (142) — ®(М\)| < У2Е. (5.7) 


Так как 
1 
сов =1— 5(п(М5) — п(М!))* 1), 


то, полагая 


оф = 5(®( М) — ®( М 


и используя неравенство (5.7), мы убедимся в справедливости 
соотношения (5.6). Лемма доказана. 


$ 2. Площадь поверхности 


1. Понятие площади поверхности. Пусть Ф — ограничен- 
ная полная двусторонняя поверхность. Разобьем Ф кусочно-глад- 
кими кривыми на конечное число частей Ф;, каждая из кото- 
рых однозначно проецируется на касательную плоскость, про- 


ходящую через любую точку этой части 2). Обозначим через Д 
максимальный из размеров частей Ф;, а через о; — площадь про- 
екции Ф; на касательную плоскость в некоторой точке М; части 
Ф;. Составим далее сумму >». д; всех указанных площадей. 
у) 

Сформулируем следующие определения. 

Определение 1. Число с называется пределом сумм 
У а; при А > 0, если для любого Е > 0 можно указать такое 


у) 

д > 0, что для всех разбиений Ф кусочно-гладкими кривыми на 
конечное число частей Ф;, для которых А < д, независимо от 
выбора точек М; на частях Ф; выполняется неравенство: 


Ув < Е. (5.8) 


Определение 2. Если для поверхности Ф существует пре- 
дел с сумм »` о; при А — 0, то повертность называется ква д- 
4 
рируемой, а число о называется площадью поверхности. 


1) Мы использовали следующие соотношения: 
п? (М:) =1 п’(М>)=1 п(М>)ю(М, = с039, 


ем.) —п(М!)) = 5 (м5) — 2п(М>)п (М!) + пт’ (М!)). 


2) Возможность такого разбиения гарантируется леммой 2 предыдущего 
пункта. 
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Наша ближайшая задача состоит в выяснении достаточных 
условий квадрируемости поверхности. Мы докажем, что гладкие 
ограниченные полные двусторонние поверхности квадрируемы. 
Попутно мы укажем вычислительный аппарат, с помощью ко- 
торого можно вычислять площади поверхностей. 


На первый взгляд было бы естественно подойти к вопросу о площа- 
ди поверхности, используя аппроксимацию поверхности многогранниками. 
Однако этот путь не приводит к цели. Мы укажем пример, принадлежа- 


щий Шварцу ') и показывающий, что площади вписанных в гладкую по- 
верхность многогранников могут неограниченно возрастать при увеличении 
числа граней и уменьшении их размеров. 

Пусть Ф — цилиндрический пояс (рис. 5.7). Разобъем Ф окружностя- 
ми, параллельными основаниям Ф, на п равных частей. Каждую из таких 
окружностей разделим на т равных частей так, как это указано на, рис. 5.7. 
На этом же рисунке изображен многогранник Ф„т, вписанный в Ф. При лю- 
бом фиксированном т площадь указанного многогранника Фи», очевидно, 
превышает увеличенную в п раз площадь проекции этого многогранника 
на плоскость основания цилиндра. Так как эта проекция не зависит от п, 


то за счет увеличения п при любом фиксированном т 
площадь многогранника Ф„„ может быть сделана 
как угодно большой. 


У\ 


2. Квадрируемость гладких поверх- 
ностей. Докажем следующую теорему. 

Теорема 5.2. Гладкая ограниченная пол- 
ная двусторонняя поверхность без особых 
точек квадрируема. 

Доказательство. Пусть на поверх- 
ности Ф может быть введена единая регуляр- 
ная параметризация. В этом случае радиус- 
вектор 7“(М) переменной точки Ф поверхно- 


сти представляет собой функцию т(и, %) класса СТ 2), задан- 
ную в некоторой замкнутой ограниченной области “) плоскости 
переменных и и %. Частные производные Ги, и г, функции т(и, 9) 
представляют собой непрерывные векторные функции, не зави- 
сящие от выбора декартовой прямоугольной системы координат 


в пространстве. Поэтому значение о интеграла, || |[ги г.|| аи 4% 
я 


ы 


22< 


не зависит от выбора, декартовой системы координат в простран- 
стве. Мы докажем, что поверхность Ф квадрируема и ее площадь 
равна о. 

Пусть = — произвольное положительное число, фиксирован- 
ное в дальнейших рассуждениях. Определим по этому = > 0 чис- 
ло 0 > 0, исходя из следующих требований: 1) любая часть Ф; 


1) Г. А. Шварц — немецкий математик (1843-1921). 
2) Под этим следует понимать, что каждая компонента функции г(и, и) 
принадлежит классу СТ. 
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поверхности Ф, размеры которой меньше д, проецируется од- 
нозначно на касательную плоскость в любой точке части Ф; 
2) косинус угла 77 между единичными векторами нормалей в 
любых двух точках части Ф; может быть представлен в виде 


с0$ 7) =1-— аф,, (5.9) 


где |@х.| < =/си |ах.| < 1. Возможность такого выбора, д > 0 
гарантируется леммами 2 и 4 п. 3 предыдущего параграфа. 

Рассмотрим произвольное разбиение Ф кусочно-гладкими 
кривыми на конечное число частей Ф;, максимальный размер А 
которых не превышает д. Так как на Ф существует единая пара- 
метризация, то указанному разбиению Ф на части Ф; отвечает 
разбиение области &) на части *};.. На каждой части Ф; выберем 
произвольную точку ЛМ; и обозначим через о; площадь проек- 
ции части Ф; на касательную плоскость в Л. Для вычисления од; 
поступим следующим образом. Выберем декартову систему ко- 
ординат так, что ее начало совпадает с Мь, ось О2 направлена по 
вектору нормали к поверхности в Л;, а оси От и Оу расположе- 
ны в упомянутой касательной плоскости. В указанной системе 
координат поверхность определяется параметрическими урав- 
нениями х = т(и, 0), у = у(и, и), 2 = 2(и, 0), а вектор иг. 
имеет координаты { А, В, С}, где 


Ри Фи 
20 Фо 


‚ В= | (5.10) 


_ |Фи Уи 
С= | Уз 


Отметим, что для точек части Ф;, ввиду выбора д и ориентации 
оси О2, величина С положительна, С > 0. Отметим также, что 
косинус угла ум между нормалью в точке М части Ф; и осью 
О= равен 


сом = (5.11) 


[Риго ]|| 


Ясно, что угол ум является углом между нормалями в точках М и 
М; части Ф;, и поэтому для него справедливо представление (5.9). 
Обратимся к интегралу || [[гигь|| 4и 4%, который, очевидно 


$ 


не зависит от выбора декартовых координат в пространстве. Ис- 
пользуя положительность Си третью из формул (5.10), получим 


— ить] с Уи 
еек ша = |] м ум | ||Фу Чо 
©). ©). 


о у 


фи ао. (5.12) 


Применяя к интегралу в правой части (5.12) первую формулу 
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среднего значения в обобщенной форме, получим 


нить ша = т и т 
9) п 


где Л4 — некоторая точка части Ф.. 
Так как 


(5.13) 


[ито] — 1 


Ти т 08 7/м 
У 


(см. 5.10) и (5.11) т 


(5.13) и представления "5, 9) для созум, найдем 
ов = || [гит | аи 4% — [Г ах, [тит | аи 46. (5.14) 
2; (2; 


и=о,;'), то из формулы 


Складывая равенства (5.14) для всех частей Ф; и учитывая, что 
УИ гиг | Чи 4% = |] [гитгь | 4и 4% = в, получим 
0; 9) 


>. я=о- 2.1] ах, [пить | 4и 45. (5.15) 


Оценим последнее слагаемое в правой части (5.15). Имеем 


<>. 
< еее 


Отсюда и из равенства (5.15) получим 
У а; — о. < &. 
4 


Таким образом, поверхность Ф квадрируема и ее площадь равна 0: 
Мы рассмотрели случай, когда на поверхности Ф может быть 
введена единая параметризация. В общем случае поверхность Ф 


[биг || аи ау < 


Га; [гит | и 4 


1) Мы использовали формулу для плошади плоской области при перехо- 
е от координат (5 к координатам (и, и) с помощью соотношений х = 
2 } щ 


= ж(и, и), у=у(м, 5). 
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может быть разбита на конечное число частей, в каждой из ко- 


торых может быть введена единая параметризация !). После 
этого площадь поверхности можно определить как сумму пло- 
шадей указанных частей. Теорема доказана. 

Замечание 1. Пусть поверхность Ф кусочно-гладкая, 
т. е. составлена из конечного числа, гладких ограниченных пол- 
ных двусторонних поверхностей. Очевидно, что поверхность Ф 
квадрируема — ее площадь может быть определена как сумма 
площадей составляющих ее поверхностей. 

Замечание 2. В процессе доказательства теоремы 5.2 
мы установили, что если на поверхности Ф может быть вве- 
дена единая параметризация и областью задания радиуса-век- 
тора т(и, о) поверхности Ф является замкнутая ограниченная 
область 4) плоскости ио, то площадь о поверхности может быть 
найдена по формуле 


д = |] [гиг || аи 4%. (5.16) 
я 


Если х = 1(и, 0), у = у(и, и), д = 2(и, 9) — параметрические 
уравнения поверхности, то вектор [т„Г,| имеет координаты 
А, В, С\, определяемые соотношениями (5.10). Поскольк 

7 7 7 у 


[1°,ть|| = УМА? + В? + С^, то формула (5.16) может быть за- 


писана в следующей форме: 


о = УАТС’ аи. (5.17) 


Если воспользоваться обозначениями 
г =Е г =Е г =С 


[бить | = \ ато — (пигь)?, 


то выражение (5.16) для площади поверхности можно записать 
также в следующей форме: 


с = |] УЕС - Е? аи 4. (5.18) 
$) 


и формулой 


Замечание 3. Площадь поверхности обладает свойством 
аддитивности: если поверхность Ф разбита кусочно-глад- 
кой линией на не имеющие общих внутренних точек части Фт 
и Ф2, то плошадь о поверхности Ф равна сумме от + в2 пло- 
щадей частей Фут и Ф2. Это свойство вытекает из представления 
площади с помощью интеграла, и аддитивного свойства интеграла. 


1) Можно воспользоваться, например, леммой 3 п. 3 предыдущего пара- 
графа. Согласно этой лемме Ф можно разбить на конечное число частей, 
каждая из которых однозначно проецируется на некоторую координатную 
плоскость и тем самым является графиком дифференцируемой функции. 
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$ 3. Поверхностные интегралы 


1. Понятия поверхностных интегралов первого и вто- 
рого родов. Пусть Ф — гладкая, ограниченная полная двусто- 
ронняя поверхность. Пусть на Ф задана функция (М) точки М 
поверхности Ф. Обозначим через в(М) непрерывное векторное 
поле единичных нормалей к Ф. 

Разобъем поверхность Ф кусочно-гладкими кривыми на ча- 
сти Ф; и на каждой такой части выберем произвольно точку /Л;. 
Введем следующие обозначения: А — максимальный размер ча- 
стей Ф;; о; — площадь Ф;; Л;, У;, /; — углы, которые составляет 
с осями координат вектор ® (Л; ). 

Составим следующие четыре суммы: 


ЦФ, Ма = >. Муоь (5.19) 
ЦФ,, М; 7; = Ум) соз 7:05 (5.20) 
ЦФ;, М, У} = Ум, соз У; (5.21) 
ЦФ,, М, Хх; = Ум, соз Х;0:. (5.22) 


Для каждой из этих сумм вводится понятие предела при А - 0. 
Мы сформулируем это понятие для сумм (5.19). Для сумм (5.20), 
(5.21) и (5.22) понятие предела формулируется аналогичным об- 
разом. 

Определение. Число Г называется пределом сумм 
Г{Ф;, М;} при А - 0, если для любого Е > 0 можно указать 
такое д > 0, что для любых разбиений поверхности Ф кусочно- 
гладкими кривыми на конечное число частей Ф;, максимальный 
размер которых А меньше д, независимо от выбора точек М; 
на частях Ф; выполняется неравенство 

|{Ф,, М; — Г < &. 

Предел Г сумм [{Ф;, М;} при А -} 0 называется поверх- 
ностным интегралом первого рода от функции 
(М) по поверхности Ф и обозначается следующим образом: 


Г= Г] (М) ас. (5.23) 


Если (5, у, 2) — координаты точки М на поверхности Ф, то для 
(М) можно использовать обозначение }(х, у, 2). В этом случае 
формулу (5.23) можно записать в виде 


Г= Л 7 (т, у, =) ао. (5.24) 
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Пределы сумм ЦФ,, М;, 24}, ЦФ,, М;, у} И ЦФ,, М;, Х;} 
при А -} 0 называются поверхностными интегралами 
второго рода от функции }(М) по поверхности Ф. 
Для этих интегралов соответственно используются обозначения 


ЛМ) соз # а, ЛГМ) созУ 40, ЛС) сов Х 4 


или обозначения, аналогичные обозначению (5.24). 

Замечание 1. Из определения поверхностного интегра- 
ла первого рода следует независимость этого интеграла от 
выбора ориентации векторного поля единичных нормалей к по- 
вертности или, как говорят, от выбора стороны поверхности. 

Замечание 2. Поверхностный интеграл второго рода 
зависит от выбора стороны поверхности: при изменении ори- 
ентации векторного поля единичных нормалей на противопо- 
ложную все три поверхностных интеграла второго рода меняют 
знак на противоположный. Это объясняется тем, что в каждой 
из сумм (5.20), (5.21) и (5.22) значения }(М;) и в; не меняются 
при изменении ориентации, а значения косинусов углов, кото- 
рые составляет нормаль 7%(М;) с осями координат, меняют знак 
на противоположный. 

Замечание 3. После выбора определенной стороны по- 
верхности поверхностные интегралы второго рода могут, оче- 
видно, рассматриваться как поверхностные интегралы первого 
рода, по поверхности Ф соответственно от функций } (М) соз 0 (М), 


(М) созУ(М), (М) соз Х(М). Действительно, после выбора 
определенной стороны поверхности со$ {/, соз У, соз Х предста» 
вляют собой функции точки М поверхности Ф. 

2. Существование поверхностных интегралов перво- 
го и второго родов. Пусть поверхность Ф удовлетворяет усло- 
виям, сформулированным в начале п. 1 этого параграфа. Выбе- 
рем на Ф определенную сторону. Согласно замечанию 3 преды- 
дущего пункта после выбора определенной стороны поверхности 
Ф поверхностные интегралы второго рода могут рассматривать- 
ся как интегралы первого рода. Поэтому достаточные условия 
существования мы будем формулировать лишь для интегралов 
первого рода. 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 5.3. Пусть на поверхности Ф можно ввести еди- 
ную параметризацию посредством функций 


х=т(и, 5), у=у(и, 9), &=Р(и, 5), (5.25) 


заданных в ограниченной замкнутой области ® плоскости и 
и принадлежащих классу СТ в этой области. Если функция 
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ЕСМ) = Ё(х, у, 2) непрерывна на поверхности Ф 1), то поверт- 
ностный интеграл первого рода от этой функици по повертно- 
сти Ф существует и может быть вычислен по формуле 


тм) 49=] аи, о), у(и, и), 2 (и, 5))МУЕС — Е?аиаь °). 
(5.26) 


Доказательство. Нам требуется доказать, что для любо- 
го 5 > 0 можно указать такое д > 0, что для любого разбиения Ф 
кусочно-гладкими кривыми на конечное число частей Ф;, для 
которого А < 9, независимо от выбора точек М; на частях Ф, 
будет выполняться неравенство 


ЦФ;, М; - Г] Т(%(и, и), ч(и, 5), 2(и, °))УЕС — Е? 4и4и <. 
(5.27) 


Пусть = — любое фиксированное положительное число. Выберем 
по этому =# > 0 число 0* > 0 так, чтобы выполнялись следующие 
два условия: 

1) для любых двух точек (1, 0;) и (1, %) области ©, нахо- 
дящихся на расстоянии, меньшем д*, выполнялось неравенство 


| Е (и. 9) С (и, ;)—Е? (и. 9: )— Е(и., и) а (из, и) Е? (и, < 
< —_, (5.28) 
2АР 
где А — положительное число, превосходящее максимум Ффунк- 
ции |} (М), а Р— площадь области ©: 

2) для любого разбиения ®} кусочно-гладкими кривыми на 
конечное число частей “);, размер которых меньше 0*, и для 
любого выбора точек (м;, 9) в пределах каждой части ®; вы- 
полнялось неравенство 


УЛебшин) ушол), аш) Е (и, 4) С (и, 4) Е* (що, — 


_ Ш (ви, о), ии, в), 2(и, в) М ЕЯ — Е? аи а 
© 


< > (5.29) 


в котором о; — площади частей &%.. 


1) Понятие непрерывности функции точки М, заданной на некотором 
множестве {М} в пространстве, сформулировано в п. 1 $ 3 гл. 14 части 1. 
В рассматриваемом случае роль множества {М} играет поверхность Ф. 

2) }(т(и, о), у(и, и), =(и, )) — функция, полученная посредством суперпо- 
зиции функций }(т, у, 2) их = т(и, 5), у = у(и, 5), = = 2(и, 5). В силу 
теоремы м непрерывности сложной функции эта функция непрерывна в 
области @®. 
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Возможность нужного выбора 0д* гарантируется свойством 
равномерной непрерывности непрерывной в ограниченной замк- 


нутой области функции УЕС-РЕ? и свойством интегрируемос- 
ти непрерывной в области ‘) функции }(т(и, о), у(и, 5), =(и,5))х 
хУЕС — Е. 

Определим по 0* > 0 число 0 > 0 так, чтобы любому раз- 
биению поверхности Ф кусочно-гладкими кривыми на конечное 
число частей Ф;, размеры которых меньше д, отвечало бы разби- 
ение области “2 на конечное число частей “;, размеры которых 
меньше д*. Возможность выбора, такого д гарантируется тем, что 
поверхность Ф представляет собой гомеоморфное отображение 
области “), и поэтому каждому разбиению Ф кусочно-гладки- 
ми кривыми на конечное число частей Ф; отвечает разбиение 4) 
кусочно-гладкими кривыми на конечное число частей “);. При 
этом если максимальный размер частей Ф; стремится к нулю, 
то и максимальный размер частей 4%; также стремится к нулю. 

Рассмотрим теперь разбиение Ф кусочно-гладкими кривы- 
ми на конечное число частей Ф;, максимальный размер кото- 
рых удовлетворяет неравенству А < 0, где д > 0 выбрано по д* 
указанным выше образом. Составим для этого разбиения сумму 
[{Ф;, М;\, воспользовавшись ее выражением (5.19). Так как пло- 


щалдь о; части Ф; равна | УЕС - Е? 4и 4, то, обозначая коор- 
©). 


у 
динаты точки М; в части Ф; через (х(и, %;), у(из, в), 2(и, %;)), 
получим 


ГФ,, му= У (аи, и у(ищ, 9), 2(и, ЛУЕа-Е фи а. 


Используя теорему о среднем для интегралов в правой части 
последнего соотношения, мы можем, очевидно, следующим об- 
разом преобразовать это соотношение: 


ЦФ,, М;} — Г] 1(«(и, о), у(и, ц), (и, °))УЕС — Е? аиау = 
= У. аш, э)умбшь зн), = (щ, 4) х 
х (ито @(шь о) — Рио — |] (аби), убит), (ит) 


х БА — Раша] + У Ге(шь 4), у(шь о), аш, 9) х 


х| Е(и., 9) а (и, :)—Е2 (1%, 0; )— 


(м, и) а (из, и )—Е? (и, ;) д... 


Из последнего равенства с помощью неравенств (5.28) и (5.29) 
мы легко получим неравенство (5.27). Теорема доказана. 
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Замечание 1. Очевидно, что для вычисления поверхност- 
ного интеграла, второго рода || 1 (5, у, 2) соз ас после выбора 
Ф 


определенной стороны поверхности Ф можно использовать сле- 
дующую формулу: 


Л Л(х, у, 2) соз 0 4< — 
Ф 


= Г] (х(и, 5), ч(и, 5), =(и, 5))УЕС — Е? аиа4у. (5.30) 


Аналогичные формулы справедливы для двух других поверх- 
ностных интегралов второго рода. 

Замечание 2. Пусть поверхность Ф является графиком 
функции 5 = 2(5, у), принадлежащей в области О своего зада- 
ния классу СТ. Выберем на поверхности Ф ту сторону, для кото- 
рой единичный вектор нормали п(М) поверхности составляет 


с осью Ох острый угол. В этом случае соз й = 1/\/1-+ р? + а", 
02 02 


где р = р а= р Пусть на поверхности Ф задана непрерывная 
ый У 

функция ВА(т, у, 2). Тогда, учитывая, что в качестве параметров 

и ит на поверхности берутся х и у (поверхность Ф определяет- 

ся параметрическими уравнениями х = т, у = у, д = 2(5, у), 


и УЁЕС — Е? = \/1+ р? + 42), мы можем переписать формулу 


(5.30) следующим образом: 


Ех, у, 2) соз Й ас = Ех, у, 2(ж, у) ИТ р? + 42° х 
: 4х ау = Ш В(х, у, 2(т, у)) ат ау. 
р 


х 
МТ? + 9? 


Это замечание разъясняет следующее обозначение для по- 
верхностного интеграла второго рода: 


Л В(х, у, 2) соз Дав = Л В(х, у, 2) ах ау. (5.31) 


Отметим, что обозначение (5.31) используется и в случае, ког- 
да Ф не является графиком функции д = 2(5, у). 

Мы будем рассматривать поверхностные интегралы второго 
рода следующего вида: 


Г (Р сов Х + 9 созУ + Всоз 2) ас. 
Ф 
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Такие интегралы мы будем обозначать также следующим обра- 
зом: 


[Г Рауа2 + Од азаг + Вах ау. 
Ф 


Замечание 3. Понятия поверхностных интегралов пер- 
вого и второго родов естественно распространяются на случай, 
когда поверхность Ф является кусочно-гладкой. Для таких по- 
верхностей, очевидно, также справедлива доказанная в этом 
пункте теорема, существования. 

3. Поверхностные интегралы второго рода, не завися- 
щие от выбора декартовой системы координат. Из опреде- 
ления поверхностных интегралов первого и второго родов следу- 
ет, что интеграл первого рода не зависит от выбора декартовой 
системы координат в пространстве, тогда как интегралы второ- 
го рода зависят от ее выбора, ибо при изменении системы коор- 
динат меняются значения косинусов углов, которые составляет 
нормаль (М) с осями координат. 

В случае, когда на поверхности задана векторная функция, 
можно указать более общий подход к понятию поверхностного 
интеграла второго рода, позволяющий в определенном смысле 
говорить о независимости значения этого интеграла от выбора 
декартовой системы координат в пространстве. 

Итак, пусть на гладкой ограниченной полной двухсторонней 
поверхности Ф задана непрерывная векторная функция т(М). 
Выберем на Ф определенную сторону и обозначим через п(М) 
векторное поле единичных нормалей к Ф. 

Очевидно, скалярное произведение г(М)т (М) представляет 
собой непрерывную скалярную функцию, заданную на, поверх- 
ности Ф и поэтому не зависящую от выбора декартовой системы 
координат в пространстве. Следовательно, поверхностный инте- 
грал первого рода от этой функции 


П]т(М)и (м) 40 


не зависит от выбора декартовой системы координат в простран- 
стве. Обратимся к координатной записи скалярного произведе- 
ния “(М)®(М), считая при этом, что вектор г(М) имеет ко- 


ординаты Р, ©, В. Так как координаты вектора п(М) равны 
с0$ Х, с0оз У, со$ 5, то 


т(М)п(М) = РсозХ + ОсозУ + Всозй 
и поэтому 


ГГт(М)п(М) ас = ||(РсозХ + ОсозУ + Всоз 7) ас. 
Ф Ф 
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Интеграл в правой части последнего равенства представляет со- 
бой сумму трех поверхностных интегралов второго рода и обыч- 
но называется общим поверхностным интегралом 


второго рода. Следовательно, интеграл |[[т(М)®(М) ас 
Ф 


также можно называть общим поверхностным интегралом вто- 
рого рода. 
Замечание 1. Если на поверхности Ф заданы три ска: 
лярные функции Р, (©, К, то интегралу | | (Рсоз Х + О созУ + 
Ф 


+ В соз 7) 49 можно придать инвариантный (не зависящий) от 
системы координат вид, считая Р, О, В координатами некото- 
рой векторной функции т(М), заданной на поверхности, и за- 


писывая этот интеграл в форме |] т(М)п(М) ас. Отметим, что 
Ф 

тем самым мы навязываем определенный закон преобразования 
подынтегрального выражения при переходе к новой декартовой 
системе координат. В этом случае мы получим новые координа- 
ты вектора тг(\М), которые вычисляются по известным из ана- 
литической геометрии правилам. Однако такой инвариантный 
вид записи поверхностного интеграла, очень удобен в различных 
приложениях. 

Замечание 2. Отметим, что общий поверхностный ин- 


теграл второго рода, || т(М)п®(М)ас численно равен величине, 
Ф 


называемой в физике потоком вектора т (М) через поверхность Ф. 


ГЛАВА 6 
ОСНОВНЫЕ ОПЕРАЦИИ ТЕОРИИ ПОЛЯ 


В этой главе рассматриваются скалярные и векторные поля. 
Исследуются основные операции теории поля. 


$ 1. Преобразования базисов и координат. Инварианты 


1. Взаимные базисы векторов. Ковариантные и кон- 
травариантные координаты векторов. Пусть Г;, #=1, 2, 3, — 


базис векторов трехмерного пространства 1) (для плоскости ин- 
декс 1 принимает значения 1 и 2). Базис г. К =1, 2, 3, называет- 
ся взаимным для базиса, г;, если выполняются соотношения 7) 


1 2=К, . 
= ЕР БЕН 2, 3. (6.1) 


Символ д; называется символом Кронекера, 3). 


Возникает вопрос о существовании и единственности взаим- 


ного базиса. Ответ на этот вопрос утвердительный: для данного 


базиса т; существует единственный взаимный базис т". 


Убедимся, например, что вектор г! определяется единствен- 


ным образом. Согласно (6.1) этот вектор ортогонален векторам 
то и тз. Этим однозначно определяется линия действия векто- 
ра 71. Затем из условия 71! = 1 единственным образом опреде- 
ляется сам вектор 7т'. Аналогично однозначно строятся векто- 
ры г? и гЗ. Чтобы убедиться, что векторы т", 72, гЗ образуют 
базис, достаточно доказать, что гг? 5 0. Согласно теореме 
о произведении определителей 
1 2 3 


г т“ тт 100 
(татотз) (гит?) = тот Тот? тотЗ| = |0 1 0 =1. (6.2) 
гзг! РЗГ гзтЗ 001 


1) Напомним, что векторы т1, 72, Гз образуют базис, если они некомпла- 
нарны, т. е. если их смешанное произведение т! г2 тз не равно нулю. 


2) Всюду в этой главе символом аб обозначается скалярное произведение 
векторов а и 6, символом абс — смешанное произведение векторов а, Бис, 
символом [а6] — векторное произведение векторов а и 6. 


3) Л. Кронекер — немецкий математик (1823-1891). 
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Так как т1Гогз = 0 (векторы 71, Г2, Гз образуют базис), то 
из соотношения (6.2) вытекает, что и г/т? т? = 0. 
Замечание 1. Если базис г; ортонормированный, то вза- 


имный базис г^ совпадает с данным базисом т». 


Легко убедиться, что векторы т взаимного базиса в трех- 
мерном пространстве могут быть найдены с помощью соотно- 
шений 

тг ТТ РТР 
1 23] „2 _ ИзтЫ „3 _ [12] 


г 
) ) 
РТР2РЗ РТР2РЗ РТР РЗ 


Пусть г;, Г^ — взаимные базисы, а 2 — произвольный вектор. 
Разлагая вектор 5 по базисным векторам, получим 


ф = т" + тот? + тзтЗ, ж = т + хто + тт. (6.3) 


Числа 11, 12, Тз называются ковариантичыми координатами 


вектора т, ах", 17, х3 — контравариантными координатами %. 


Эти наименования будут разъяснены в следующем пункте. 

Для сокращения записи формул, в которых фигурируют од- 
нотипные слагаемые (примером таких формул могут служить 
соотношения (6.3)), мы будем пользоваться в дальнейшем со- 
глашением о суммировании, которое заключается в следующем. 
Пусть имеется выражение, составленное из сомножителей. Если 
в этом выражении имеются два одинаковых буквенных индекса, 
из которых один верхний, а другой нижний, то считают, что по 
этим индексам производится суммирование: индексам последо- 
вательно даются значения 1, 2, 3, а затем складываются полу- 
ченные слагаемые. Например, 


| 2 ГЕ 2 3 
д = ат" + тот" + 137, =, 


кат“ = 


вы д”) + (важ ”) + (вкз ^) = 
(сит + 125147 + 8135113) + 

+ (ел! + 2502171” + возд” т) + 
+ (2315351 + 32537 + 033134°). 


С помощью соглашения о суммировании формулы (6.3) записы- 
ваются следующим компактным образом: 


х=ги, =. (6.4) 


Замечание 2. Верхние и нижние одинаковые индексы, о 
которых говорилось в соглашении о суммировании, обычно на- 
зываются индексами суммирования. Ясно, что индексы сумми- 
рования могут обозначаться любыми буквами; при этом выра- 
жения, в которых они фигурируют, не изменяются. Например, 


1.77 и тьг” представляет собой одно и то же выражение. 
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Замечание 3. Все рассуждения этого пункта относились 
к случаю трехмерного пространства. В двумерном случае бук- 
венные индексы принимают значения 1 и 2. 

Получим явное выражение ковариантных и контравариант- 
ных координат вектора. Для этого умножим скалярно первое из 
равенств (6.4) на г», а второе на г^. Учитывая затем соотноше- 
ния (6.1), найдем 


СРГь — (ть) — 2:01 — фк, 
вт = (ти) = ад = а. 
Итак, 
=хт, т=аг. (6.5) 


С помощью соотношений (6.5) запишем формулы (6.4) в сле- 
дующем виде: 


ж = (тт), ж= (вт г.. (6.6) 


Соотношения (6.6) называются формулами Гиббса, Г). Обратим- 
ся еще раз к вопросу о построении взаимных базисов. 
С помощью формул (6.6) получим 


г (иг), тк = (гыг. (6.7) 


Введем обозначения 


вы = тАть вИ = Им. (6.8) 


С помощью этих обозначений перепишем соотношения (6.7) сле- 
дующим образом: 
| [57 Й 
РЕВ Т, ТЕН ЕыТ. (6.9) 


Итак, для построения базиса 7^ по базису г; достаточно знать 


матрицу (2*^‘), а для построения базиса, г» по базису т" доста- 
точно знать матрицу (2%;). Докажем, что эти матрицы взаимно 
обратны. Для доказательства умножим первое из равенств (6.9) 
скалярно на т;. Учитывая соотношения (6.1), получим 


м ЩЖ) 1=К, 
Ао 7 К. 


Эти соотношения показывают, что матрицы (2*^') и (2%;) вза- 
имно обратны. Так как элементы обратной матрицы могут быть 
вычислены через элементы данной матрицы, то ясно, что с помо- 
щью соотношений (6.9) решается вопрос о построении взаимных 
базисов. 


1) Д. У. Гиббс — американский физик-теоретик (1839-1903). 
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2. Преобразования базиса и координат. Пусть г; и 7", 


1 = 1, 2, 3, — взаимные базисы, а Ту и т' — новые взаимные ба. 
зисы. 

Используя соглашение о суммировании, запишем формулы 
преобразования базисных векторов. Имеем: 

1) формулы перехода от старого базиса т; к новому Ти и 
формулы обратного перехода: 


Ги — от; г; — ти, $, т — 1, 2, 3; (6.10) 


2) формулы перехода от старого базиса, г’ к новому Г’ и 
формулы обратного перехода: 


/ Я / . . —. ./ 

(Ш 
=, г=ЕВГ,, 11 =1,2, 3. (6.11) 
Так как преобразования (6.10) взаимно обратны, то матрицы 

| у 
(,) и (М) взаимно обратны. По аналогичным соображениям 
б И) и (6 
взаимно обратны и матрицы (№) и (6',). 

Докажем, что матрицы (6%) и (6',) совпадают. Тем самым бу- 

Ч и 
дет доказано совпадение матриц (6) и (№). Для доказательства 


умножим скалярно первое из равенств (6. 10) на г^, а второе из 


равенств (6.11) на г’. Учитывая затем соотношения (6.1), най- 
дом | ) | ‚К К 
гит" = (тат) = 6идр = 6, 


р —0 (ты) = 9", = ы.. 
Из этих соотношений получим 
= гит, (6.12) 
ы, гит. (6.13) 


Поскольку правые части соотношений (6.12) и (6.13) равны, то 
равны и левые. Иными словами, &, = !, а, это и означает сов- 
падение матриц (5',) и (5',). Отметим, что элементы 6, матрицы 
(9',) могут быть вычислены по формулам (6.12). 

Мы можем теперь утверждать, что для перехода, от базиса, т, 
г? к базису ги, т* достаточно знать лишь матрицу (5, перехода 
от базиса т; к базису гу (матрица (®) вычисляется но матрице 
(6, )). 

Приведем полную сводку формул преобразований базисных 


векторов: р 
ги =Ытг, г=Ь: ть, 


, и) а (6.14) 
Г =Цг,, г ЕбГ 
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Перейдем к выводу формул преобразования координат век- 
тора при переходе к новому базису. 


:/ 
Пусть ти — ковариантные координаты х в базисе т», т’. То- 
гда, согласно (6.5), имеем 


1’ — Ту. 


Подставляя в правую часть этого соотношения выражение для 
т’ из формул (6.14), найдем 


Фи = т (т; = 6", (жт;) = 5. 


Итак, формулы преобразования ковариантных координат век- 
тора при переходе к новому базису имеют вид 


жи = 02. (6.14') 


Мы видим, что при переходе к новому базису ковариантные ко- 
ординаты вектора х преобразуются с помощью матрицы (6) 
прямого перехода, от старого базиса к новому. Это согласование 


преобразований и объясняет наименование «ковариантные 1) 
координаты вектора». Подставляя в правую часть соотношения 

;/ 
17 = тт выражение для т’ из (6.14), получим после преобра- 
зований следующие формулы: 


д =М а. (6.15) 


Мы видим, что при переходе к новому базису контравариантные 


:/ 
координаты вектора 2 преобразуются с помощью матрицы (6) 
обратного перехода от нового базиса, к старому. Это несогласова- 


ние преобразований и объясняет термин «контравариантные 7) 
координаты вектора». 

3. Инварианты линейного оператора. Дивергенция и 
ротор линейного оператора. Мы будем называть инвариан- 
тами выражения, не зависящие от выбора базиса. Например, 
значение скалярной функции в данной точке представляет со- 
бой инвариант. Инвариантом является вектор-объект, не завися- 
щий от выбора базиса. Скалярное произведение векторов также 
представляет собой инвариант. 

В этом пункте мы познакомимся с некоторыми инвариан- 
тами линейного оператора. Пусть А — произвольный линейный 
оператор, определенный на векторах трехмерного евклидова про- 
странства (т. е. А(ах + Ву) = аАх + ВАу для любых векторов 


1) Ковариантный — согласованно изменяющийся. 
2) Контравариантный — противоположно изменяющийся. 
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х иуи любых вещественных чисел ах и В). Докажем, что выра- 
жение 


г’ Ат = г, Ат 1) (6.16) 


представляет собой инвариант. 
Нам нужно доказать, что при переходе к другому базису ти, 


:/ 
т’ будет справедливо равенство 
. ./ 
г’ Аг; =т' Аги. (6.17) 
./ . 
Пусть Гу, т’ — новый базис и (6', ) — матрица перехода от базиса 
, 
г;, Г'’к базису гу, т’. Имеем 


./ . . / 
г; = ты, мА. 
Подставляя эти значения для г; и г" в выражение 7* Ат; получим 
. ./ . / 
г‘ Аг; = (ы ь "^ Аги. (6.18) 
Т МЫ, = 0% (6.18) 
ак как (6: 6.) =ди., то из (6.18) получаем 


и , 
“Ат; = бит Ати =т' Аги. 
Итак, равенство (6.17) доказано, а следовательно, доказана и 


инвариантность выражения т'Аг.. 


Инвариант Т'Ат; линейного оператора А мы будем назы- 
вать дивергениией этого оператора и будем обозначать симво- 
лом Чу А. Таким образом, 


Фу А = "Аг; = т; Ат. (6.19) 


Замечание. В данном базисе т;, т' линейный оператор 
может быть задан с помощью матрицы, называемой матрицей 
линейного оператора. Эта матрица представляет собой матри- 


цу коэффициентов ай разложения векторов Ат; по базису Гь 
(можно, конечно, рассматривать матрицу коэффициентов раз- 
ложения векторов Ат” по базису т*^): 


Ат; = а^ть: ай = 72 Аг. (6.20) 


Дивергенция матрицы А может быть выражена через элементы 


матрицы (а^). Именно 
. ) 1 2 3 
Фу А = а; = ат + а> + аз. (6.21) 
1) В справедливости равенства т’ Ат; = т;Ат’ можно убедиться следую- 


щим образом. Имеем, согласно (6.9), г' = в" ть, г; = вит". Поэтому, учиты- 
вая, что матрицы (2"^) и (51) взаимно обратны и симметричны, получим 


7. 1 к 1 к 
т АЕ“ вить Ат = АтьАт = ть Ат’ = Ат. 
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Чтобы убедиться в справедливости формулы (6.21), достаточно 

подставить выражение (6.20) для Аг; в выражение (6.19) для 

дивергенции и воспользоваться соотношением тру, = 8%. 
Докажем, что выражение 


[Аз] = [Ат 1) (6.22) 
также представляет собой инвариант. Нам нужно доказать, что 
при переходе к другому базису Ги, рт будет справедливо равен- 
ство 


“Ат = [ри Ат ]. (6.23) 


./ . 
Пусть Гу, т’ — новый базис и (6', ) — матрица перехода от базиса 
, 
г;, т'’к базису гу, т’. Имеем 


./ . . / 
г; = Ш ти, г — А 


Подставляя эти значения для т; и т' в выражение [т,Ат"]|, полу- 
чим 


Аз] = (и ь. у Ай. (6.24) 
Так как (и, = 5. то из (6.24) получаем 


[Ат] = 9%, [Ри Аг ] = [гр Аг” |. 


Итак, равенство (6.23) доказано, а следовательно, доказана и 
инвариантность выражения [“;Ат"|. 
Инвариант |7“,Ат"| линейного оператора А мы будем назы- 


вать ротором этого оператора и обозначать символом г0$ А. Та- 
ким образом, 


гов А = [; Ам] = 1 Аг] + [> Ат"] + [7зАт?]. (6.25) 


Укажем выражение для дивергенции и ротора линейного 
оператора А для случая ортонормированного базиса 
1, 7, К. Так как в этом случае взаимный базис совпадает с за- 
данным, то, согласно формулам (6.20), элементы а; матрицы 


1) В справедливости равенства ["; Ат] = [’Аг;| можно убедиться сле- 
дующим образом. Имеем, согласно (6.9), г’ = р"”тгь, г; = Рит'. Поэтому, 
используя взаимную обратность и симметричность матриц (2"^) и (ви), по- 
лучим 


[Ат] = “вить Ат] = бить Ат] = [гь Аг] = [Ат]. 
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оператора А могут быть найдены по формулам 
ал —= $$. @15 — $41, 413 — ФАК, 
(21 = 7.43, (22 — 741, (23 — 7АК, (6.26) 
931 — К 3, 032 — КА], (033 — КАЕ 


(в отличие от общего случая, мы обозначили элементы матрицы 
оператора А символами @ вместо @/”). 


Для дивергенции оператора А получим следующее выраже- 
ние: 


3 
Чу А = У. ан = ал1 + а22 + азз = $Аз + 71 А] + КАК. (6.27) 
1=1 


Найдем выражение для ротора оператора А. Так как в случае 
ортонормированного базиса взаимные базисы совпадают, то из 
(6.25) для гоё А получаем 


го А = [$48 - [741 - [КАК.. (6.28) 


Вычислим первое векторное произведение [1.4%]. Поскольку Аз = 
= 411% + а211 + аз1К, то 


[43| — ат [23] — ат [7 — азт [К] — —а311 + а21Б. 
Совершенно аналогично получаются формулы 
741 —= а32% — а12К, [КАК —= —а23% + 4131. 


С помощью полученных формул и соотношения (6.28) для гоф А 
найдем 


го А = (а32 — 423 4 - (@13 — аз1)7 - (421 — а12)К. (6.29) 


$ 2. Основные понятия и операции, связанные 
со скалярным и векторным полем 


1. Понятия скалярного и векторного поля. Пусть 42 — 
область на плоскости или в пространстве. 

Говорят, что в области ® задано скалярное поле, если каж- 
дой точке М из @® ставится в соответствие по известному 
закону некоторое число и(М). 

Отметим, что понятия скалярного поля и функции, заданной 
в области ®), совпадают. Обычно используется следующая тер- 
минология: скалярное поле задается с помощью функции и(М). 

Понятие векторного поля вводится в полной аналогии с по- 
нятием скалярного поля: если каждой точке М области & ста- 
вится в соответствие по известному закону некоторый век- 
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тор р(М), то говорят, что в области @ задано векторное поле. 
Мы будем использовать терминологию: векторное поле задает- 
ся с помощью векторной функции р(М). 

Поле температур внутри нагретого тела, поле плотности мас- 
сы — примеры скалярных полей. Поле скоростей установившего- 
ся потока жидкости, поле магнитной напряженности — примеры 
векторных полей. 

2. Лифференцируемые скалярные поля. Градиент 
скалярного поля. Производная по направлению. Мы уже 
отметили, что понятия скалярного поля и(М) в области О и 
функции, заданной в этой области, совпадают. Поэтому мы мо- 
жем определить лифференцируемость скалярного поля как диф- 
ференцируемость функции, задающей это поле. Для удобства 
мы сформулируем понятие дифференцируемости поля, исполь- 
зуя терминологию, несколько отличную от обычной. 

Будем называть линейной формой /[(Аг) относи- 
тельно вектора Ат скалярное произведение этого вектора на 
некоторый, не зависящий от Ат вектор =. Будем также исполь- 
зовать обозначения: 

р = р(М, М’) — расстояние между точками М и М', 


Дт = ММ' — вектор, соединяющий точки М и М’, 

Ди = и(М’) — и(М) — приращение поля в точке М. 

Сформулируем следующее определение. 

Определение 1. Скалярное поле и(М) называется ди ф- 
ференцируемым в точке М области ©, если приращение 
поля Аи в точке М может быть представлено в следующей 
форме: 


Ди = (Ат) о(р), (6.30) 


где }(Ат) представляет собой линейную форму относительно 
вектора Аг. 

Соотношение (6.30) мы будем называть условием дифферен- 
иируемости поля и(М) в точке М. 

Замечание 1. Так как линейная форма {1 (Аг) представ- 
ляет собой скалярное произведение =. Ат, где = — не зависящий 
от Ат вектор, то условие (6.30) дифференцируемости скаляр- 
ного поля и(М) в точке М может быть записано в следующем 
виде: 


Ди ==. Ат-о(р). (6.31) 


Докажем, что если скалярное поле и( М) дифференцируемо 


в точке М, то представление (6.30) (или (6.31)) для приращения 
Ду этого поля в точке М единственно. Пусть 


Ди ==. Ат + о1(р) и Ди = В: Ат-+ 02(р) (6.32) 
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— два представления приращения Ди в точке М. Из формул 
(6.32) для Ат = 0 получаем соотношение 


(в-Ве = “®). (6.33) 
[Ат 
в котором е = рут единичный вектор, а о(р) = о2(р) — о1(р). 
г 
Так как те — 2) — бесконечно малая величина при р - 0, то 
т р 


из (6.33) следует, что (# — В)е = 0 для любого е, т. е. & = В. 
Единственность представления (6.30) доказана. 

Мы будем говорить, что скалярное поле и( М), заданное в 
области ‘}, дифференцируемо в этой области, если оно диффе- 
ренцируемо в каждой точке области 4%. 

Определение 2. Градиентом в точке М дифферен- 
цируемого в этой точке скалярного поля и( М) называется век- 
тор =, определенный соотношением (6.31). 

Обозначается градиент скалярного поля символом вта4 ц. 

Замечание 2. Сформулированное выше определение 
дифференцируемости скалярного поля удобно тем, что оно име- 
ет инвариантный, не зависящий от выбора системы координат 
характер. Поэтому градиент скалярного поля представляет, со- 
бой инварицант этого поля. 

Замечание 3. Отметим следующее важное обстоятель- 
ство: если скалярное поле и(М), заданное в области 9, диф- 
ференцируемо в этой области, то градиент ета и этого поля 
определен в каждой точке 4} и, очевидно, представляет собой 
векторное поле, заданное в %. 

Замечание 4. Для скалярного поля вводится понятие 
поверхности уровня (линии уровня для плоского поля), кото- 
рая представляет собой множество точек, на котором значения 
поля и(М) одинаковы. Градиент поля в точке М ортогонален 
поверхности уровня в этой точке. Читатель легко убедится сам 
в справедливости этого замечания. 

Используя обозначение эта и для градиента скалярного по- 
ля, перепишем соотношение (6.31) в следующей форме: 


Ди = ота4 и : Ат + о(р). (6.34) 


Отметим, что слагаемое ота4 и . Ат обычно называется диф- 
ференииалом 4и скалярного поля. Таким образом, 


фи = ета4и . Аг. (6.35) 

Договоримся называть дифференциалом 4" приращение Аг 
радиуса-вектора г = ОМ, Ат = ОМ' — ОМ. Тогда форму- 
ла (6.35) для дифференциала 4и скалярного поля может быть 


записана, в виде 
фи = ета и : ат. (6.36) 
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Пусть в области ®} заданы два дифференцируемых поля и(М) 
и (М). Справедливы следующие соотношения: 


ота4(и + ®) = ота4 и + эта о, 
ота4(ио) = и ста о + оста и, (6.37) 


и ста и — иота4® 


и 
отаа и — 5 


о) 
(при о = 0). Если Е — длифференцируемая функция, то 
ота Е(и) = Е'(и) стад и. (6.38) 
Вывод формул (6.37) и (6.38) однотипен. Для примера убе- 
димся в справедливости второй из формул (6.37). Имеем, ис- 
пользуя формулу (6.34) и непрерывность функции и(М), 


АД (и) = и(М’%(М = «(М)5 (М) = 
= и(М’)А о + (М)Аи = 
= (и(М) эта4 о + (М) эта и) Ат + о(р). 


Из этих соотношений вытекает, что приращение А(\и) может 
быть представлено в форме (6.31). Поэтому их — длифференци- 
руемая функция и эта4(и0) = и рта о + о ета4 и. Вторая из фор- 
мул (6.37) доказана. 

Введем понятие производной по направлению для скалярного 
поля. 

Пусть поле и(М) задано в области ®, М — некоторая точка 
2, е— единичный вектор, указывающий направление в точке М. 
Пусть далее М’ — любая точка, из “), отличная от М и такая, что 
вектор ММ’ коллинеарен вектору е. Расстояние между М и М' 
обозначим через р. 

Если существует предел 


(Ди =и(М’)-и(М)), то этот предел называется производной 
поля и в точке М по направлению е и обозначается символом 


ди Таким образом, 


де 
— = Им —. (6.39) 


Справедливо следующее утверждение. 
Пусть поле ич(М) дифферениируемо в точке М. Тогда про- 
ди .. 
изводная — поля и в этой точке по любому направлению е 


е 
существует и может быть найдена по формуле 


> = ота4 и -е. (6.40) 
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Докажем это утверждение. Пусть е — любое фиксированное 
направление и пусть точка М' берется так, что вектор Ат = 


= мм’ коллинеарен е. Ясно, что Аг = ре. Подставляя значение 
Дт в соотношение (6.34), найдем 


Ди = (отайи -е)р + о(р). 
Отсюда получаем формулу 
Ди 


— = отад и -е-+ 2(р) (6.41) 
р 


Из соотношений (6.39) и (6.41) вытекает формула (6.40). Ут- 
верждение доказано. 

Найдем выражение градиента дифференцируемого скалярного 
поля, считая, что в пространстве выбран ортонормированный 
базис $, 1, К, с которым связана декартова, 
прямоугольная система координат Отурд. 
Так как ота4 и = (стад и-$) + 7 (ета4 и: 7) + 
+®(отай и- К) и ©" = 2 9 би би би, 

0% От 0] ду’ 9Е 02 
то с помощью соотношения (6.40) получим 


.Ои .Ои ди 
га и = $— + А. 
Рис. 6.1 5 р "75, - 


02 


С помощью выражения (6.40) для производной по направ- 
лению получаем следующую наглядную картину распределения 
значений производных по направлению поля и(М) в плоской 
области ® в данной точке М. Пусть эта и = 0 (если отаа и = 0, 


то из (6.40) вытекает, что > = 0 для любого е). На векторе 


е 
ота и как диаметре (рис. 6.1) построим окружность С. Постро- 
им также окружность С^, равную С и касающуюся ее в точке М. 
Пусть е — произвольное направление. Проведем через М полу- 


прямую по направлению вектора е. Если эта полупрямая касает- 


ся окружностей Си С*, то > = 0 (вектор е ортогонален эта4 и). 
е 


ди 
Если же эта полупрямая пересекает С или С” в точке М, то — 


де 
равно длине ММ, взятой со знаком +, когда № лежит на С, и 


со знаком —, когда М№ лежит на С*. Для поля в пространстве 
окружности С и С* должны быть заменены сферами. 
3.Дифференцируемые векторные поля. Дивергенция 
и ротор векторного поля. Производная векторного поля 
по направлению. Пусть в области ‘) трехмерного евклидона 
пространства, задано векторное поле р( М). В дальнейшем будем 


использовать обозначения: Дт = ММ’, Ар=р(М') — р(М). 
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Сформулируем следующее определение. 

Определение 3. Векторное поле р(М) называется ди ф- 
ференцируемым в точке М области О, если прира- 
щение поля Ар в точке М может быть представлено в сле- 


дующей форме: 
ующей Фор Др = АД» + о(|Д!]}, (6.42 


где А — линейный оператор, не зависящий от Дт (не зависящий 
от выбора точки М’). 

Соотношение (6.42) мы будем называть условием дифферен- 
цируемости поля р(М) в точке М. 

Докажем, что если векторное поле р(М) дифференцируемо 
в точке М, то представление (6.42) для приращения Ар этого 
поля в точке М единственно. 

Пусть 


Др = АДг + о! (|А*т]|) и Др = ВАт + о2(]А*]|) (6.43) 


— два представления приращения Ар в точке М. Из формул 
(6.43) при Дт = 0 получаем соотношение 
о(|Ат 
(А В)е = т (6.44) 


в котором е = единичный вектор, о(]Ат]|) = о1(|Ат|) — 


[Ат 


—05(|Ат|). Так как Ат 
| Ах 


— 0, ае— произвольный единичный вектор, то из (6.44) следу- 
ет, что (А — В)е = 0 для любого е, т. е. А = В. Единственность 
представления (6.42) доказана. 

Будем говорить, что векторное поле р(М), заданное в обла- 
сти ‘), дифферениируемо в этой области, если оно дифферен- 
цируемо в каждой точке области . 

Введем понятие производной по направлению для векторно- 
го поля р(М). 

Пусть поле р(М) задано в области ®, М — некоторая точка 
@, е — единичный вектор, указывающий направление в точке М. 
Пусть далее М’ — любая точка, из “), отличная от М и такая, что 


— бесконечно малый вектор при Ат -} 


——/ 
вектор ММ коллинеарен вектору е. Расстояние между точка- 
ми Ми М' обозначим через р. 
Если существует предел 
. Др 
Пт — 
р—0 р 
(Др = р(М') - р(М)), то этот предел называется производ- 
ной поля р(М) в точке М по направлению е и обозначается 
др 


символом, —. 
де 


6 В. А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 
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Таким образом, я А 
= Ши —^. (6.45) 
де р›0р 
Справедливо следующее утверждение. Пусть поле р(М) диффе- 
ренцируемо в точке М области “}. Тогда производная р поля р 
е 
в этой точке по любому направлению е существует и может 
быть найдена по формуле 
д 
-Р = Де, (6.46) 
де 
где А — линейный оператор, определенный соотношением (6.42). 
Докажем это утверждение. Пусть е — любое фиксированное 
направление и пусть точка М’ берется так, что вектор Ат = ре 
и |Ат| = р. Подставляя это значение Ат в соотношение (6.42) и 
используя свойства линейного оператора, найдем 
Др = рАе- о(р). 
Отсюда получаем формулу 


АР — Де+ 9%). (6.47) 
р р 
Из соотношений (6.45) и (6.47) вытекает формула (6.46). Утвер- 
ждение доказано. 

Пусть р(М) — лифференцируемое в точке М области ® поле. 


Тогда 
Др = АДг + о(|[Ат)). 

Найдем матрицу линейного оператора А для случая орто- 
нормированного базиса $, 1, К. Мы будем считать, что с этим ба- 
зисом связана декартова прямоугольная система коорди- 
нат Отухд. 

Обозначим через Р, Си В координаты векторного поля р(М) 
в базисе $, 1, К. Очевидно, согласно формуле (6.46), 

бр ОР д Р-Р -Ау Р-Р АЦ, 

0% дх 0] ду ОК 02 
Из этих формул и из соотношений (6.26) для матрицы коэффици- 
ентов линейного оператора, в ортонормированном базисе $, 1, К 


©) 
следует, что матрица А рассматриваемого оператора А имеет 
вид 


ОР ОР ОР 
От ду 02 
д_| 2 09 04 
А = 5% би 9: (6.48) 
ОК ОН ОВ 
От ду 02 


Введем понятие дивергениции и ротора дифференцируемого 
в области “ векторного поля р(М), т. е. такого поля, прира- 
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шение Ар которого в каждой точке М области ‘} может быть 
представлено в виде 


Др = АДг + о(|Аг)}, 


причем оператор А, вообще говоря, меняется при переходе от 
одной точки области “2 к другой. Иными словами, оператор за: 
висит от точки М и не зависит, конечно, от Аг. 

Назовем дивергенцией и ротором поля р(М) в точке М 
области © дивергенцию и ротор линейного оператора А. Таким 
образом, по определению 


фур = ЧА, гор = 1% А. (6.49) 


Замечание. При наших предположениях о дифференци- 
руемости поля р(М) в области ® дивергенция ху р и ротор гор 
определены в каждой точке 2. Поскольку эти объекты являют- 
ся инвариантами (не зависят от выбора базиса), то, очевидно, 
Чу р представляет собой скалярное поле, а го р — векторное по- 
ле в области 9. 

Найдем выражения дивергенции, ротора и производной по 
направлению для дифференцируемого векторного поля р(М), 
считая, что в пространстве выбран ортонормированный базис 
1, 1, К, с которым связана декартова прямоугольная система 
координат Оту2. При этом, как и выше, будем считать, что поле 
р(М) имеет координаты Р, ©, В в базисе $, 71, К. 


Так как матрица А линейного оператора А определяется в 
рассматриваемом случае соотношением (6.48) и по определению 
фур = 41 А, гоёр = го% А (см. (6.49)), то, согласно формулам 
(6.27) и (6.29), получим 


_ ОР 00 | 98Е 
ур = 9 Г 5у + 9. (6.50) 
— (98 _ 9 | (77 — и (2 — =”) 1 
гоер (5, 02 тт 02 Ох 77 Ох ду к. (6.51) 


Для вычисления производной векторного поля р(М) по направ- 
лению е воспользуемся формулой (6.46) и свойствами линейного 
оператора. 

Пусть е = $с0з @- 1 соз В+ К соз”у ). Тогда, согласно (6.46), 
получим 


р = Ае = соза А+ + соз В А] - соз7 АК = 
е 


др др др Ор Ор др 
— с0$ а —— + с0$ 9 — + со$лу — = с0о$ а — + со08 В — + созу —. 
0% В 07 7 ОК От В ду 7 02 


1) Так как е— единичный вектор, то его координаты имеют вид 
{со$ аи, соз В, соз//}, где а, Ви у— углы, которые составляет этот вектор 
с осями Ох, Оуи О2 соответственно. 


6* 
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д 
Таким образом, производная я может быть вычислена, либо по 


е 
формуле 


те = = 605 а > - Ор + сов В > о + 087 >Р (6.52) 
е 

либо, учитывая, что Р, в — координаты м ), по формуле 
Ор (2 со ): 

— = | — с0$ ОР асов о 09 1 

де дх от ду В+ 721 


+ (22 сова+ 52 ия етет)у+ 
ду 


+ (2 с0$ © +9 — 1 сов В +9 — ИЕ 057). (6.53) 
От ду 


4. Повторные операции теории поля. Будем считать, 
что в области © евклидова пространства Е? заданы скалярное 
поле и(М) класса С? 1) и векторное поле р(М) класса С?. 

При этих предположениях эта и представляет собой диффе- 
ренцируемое векторное поле в 42, ур — лифференцируемое ска: 
лярное поле, а гор — дифференцируемое векторное поле. По- 
этому возможны следующие повторные операции: 


гоф ста и, ФЧуотаЧ и, оста Фур, Фугоёр, го гофр. 
Докажем, что 
го$ ота4 и = 0, Фугоёр = 0. (6.54) 


Для доказательства вычислим го ота4и и Чуго&р в декарто- 
вой прямоугольной системе координат. Так как в этом случае 


ди ди ди 
координаты ета и равны 5-7 9’ 9. то на основании формулы 
х ду 02 


(6.51) получим 


2 2 2 2 
гов ата и = (71 — и + (2 — и 9+ 
уд: 02ду ддт —0тд2 


2 2 
+ ( Оби _ ди ) 0 
Охду дудх 
Таким образом, первое из равенств (6.54) справедливо для декар- 
товой системы координат. В силу инвариантности выражения 
гоф ста4 и, первое из равенств (6.54) доказано. Перейдем к до- 


казательству второго равенства (6.54). Обратимся опять к де- 
картовой системе координат. В этой системе, согласно (6.51), 


1) Функция принадлежит классу С* в области ©, если все ее частные про- 
изводные порядка К непрерывны. 
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ие) (65 ь) 


векторное поле гоф р имеет координаты (7 5 5 
& т 


у 02 
(>2- 27). где Р, О, В— координаты вектора р. Согласно (6.50) 
уй у 


дивергенция векторного поля гоф р в декартовой прямоугольной 
системе координат равна сумме производных компонент этого 
поля по одноименным координатам. Таким образом, 


Чутгоё р = — о ([2=- -“) - — (5 - т + — (2 =”) = 0. 
дх \ ду 02 ду \ д дх д: \ От ду 


Таким образом, второе из равенств (6.54) справедливо для де- 
картовой системы координат. В силу инвариантности выраже- 
ния Чу гоф р, второе из равенств (6.54) справедливо в любой си- 
стеме координат. 

Одной из основных повторных операций теории поля явля- 
ется операция Чу отаа и. Кратко эту операцию обозначают Аи, 


причем символ А обычно называют оператором Лапласа, !). Та- 
ким образом, 


Ди = Чу ета и. (6.55) 


Вычислим оператор Лапласа в декартовой прямоугольной 
системе координат. В такой системе векторное поле эта и име- 


ди ди ди 
ет координаты —, —, 

От ду д2` 
дивергенции векторного поля, получим 
0’и ди ди 
022 "др д 
Повторные операции ота4 (1х р и гоё гоф р связаны соотношением 

го гофр = ога (ур — Ар, (6.57) 


‚ Обращаясь к выражению (6.50) для 


Ди = (6.56) 


где Ар представляет собой вектор, координаты которого в бази- 
се $, 71, К равны АР, ДО, АВ (Р, О, Е- координаты векторного 


поля р в базисе $, 1, К). В справедливости соотношения (6.57) 
читатель легко убедится самостоятельно. 


$ 3. Выражение основных операций теории поля 
в криволинейных координатах 


1. Криволинейные координаты. Пусть “) — область ев- 
клидова пространства ЁЗ; т, у, # — декартовы координаты в этом 


пространстве. Пусть далее, 4) — область евклидова пространства 
ЕЗ; тГ, °, 13 — декартовы координаты в Ё?. 


1) П. С. Лаплас — выдающийся французский астроном, математик и фи- 
зик (1749-1827). 
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Рассмотрим взаимно однозначное и Взаимно непрерывное 


отображение области (2) на область &, которое осуществляется 
посредством функций 


х — 2(х', 2”, 2”), Уу— (т, 2”, 2). 2 — 22, 2”, 2”). (6.58) 


С помощью указанного отображения в области “2 вводятся кри- 


волинейные координаты 5", 1, 23. Смысл этого наименования 


легко уяснить из следующих рассуждений. Во-первых, каждой 


точке М(х, у, 2) области ® сопоставляются три числа, т", 1, 13. 


Более точно, точка М определяется тройкой чисел 1(, 41°, 13. 


Этим объясняется наименование «координаты» точки М для 


чисел т, 17, 23. Во-вторых, если в правых частях соотношений 


(6.58) фиксированы две какие-либо координаты, например 27 


и 13, то при переменном 5' эти соотношения определяют в обла- 


сти ‘) некоторую линию, отличную, вообще говоря, от прямой. 


Эту линию естественно называть коор- 


динатной линией х', подчеркивая тем 


самым, что в точках указанной ЛИНИИ 


меняется лишь координата х'. В полной 


аналогии определяются координатные 


линии 1 и 23. Вообще говоря, коорди- 


натные линии х', 1? и 15° не будут пря- 


мыми. Этим и объясняется термин «кри- 
волинейные координаты». 

Мы выяснили, что через каждую 
точку ЛМ области “} проходят три коор- 


Рис. 6.2 динатные линии 21, 27, 2? (рис. 6.2). По- 


строим в точке М базис г., г', естественным образом связанный 
с координатными линиями, проходящими через эту точку. При 
этом мы воспользуемся соотношениями (6.58). Очевидно, про- 
От ду 02 

дат’ дет’ дат’ 
собой координаты вектора касательной к линии т` в этой точке. 


Мы обозначим, этот вектор через г1. Аналогичным способом мы 


строим векторы Го и Гз касательных к линиям 17 И 13 соответ- 


ственно. Таким образом, 


аЛиния 1 


вычисленные в точке М, представляют 
1 


изводные 


= ду 0: ь к=1,2, 3. (6.59) 


дг^’ дж®’ де 


Для того чтобы векторы тт, Г2, Тз образовали базис, нуж- 
но потребовать некомпланарности этих векторов. Достаточным 
условием для выполнения этого требования является, очевидно, 
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условие необращения в нуль якобиана 


От ду 02 

да да да 

Р(х, у, 2) _ |0 ду 02 
Р(хт, 12, 13) — |052 052 0д?|’ 

От ду 02 


ОтЗз 0х3 013 
ибо этот якобиан равен смешанному произведению векторов 71, 


го, Гз. С помошью построенного базиса гу, Г2, гз стандартным 


образом строится взаимный базис т', т?, 73. 
1 


Итак, если в области “) введены криволинейные координаты т’, 
1”, 13, то с каждой точкой М этой области естественным обра- 
зом связываются базисные векторы т; г*. Рассмотрим примеры. 

1°. Цилиндрическая система координат. Эта, система, коор- 
динат вводится с помощью соотношений 


х = рсозф, У=рзшф, 2=2. (6.60) 


1 = р, 1 =, 13 = #. Известно, что указанные 


Таким образом, х 
координаты р, ф, 2 (или, что то же, 21, 12, 23) изменяются в 
следующих пределах №): 
О<р< +, 0О<фо<2л, <<. 
Эти неравенства определяют в евклидовом пространстве коор- 


динатами р, ф, х (или т', 17, 13) бесконечную область 9, Е? с 


изображенную на рис. 6.3. Мы можем, следовательно, рассмал- 


2 
Линия Фф< 


Линия, 2 


Рис. 6.3 


ривать введение цилиндрических координат в евклидовом про- 
странстве Е? как результат отображения области ® простран- 
ства ЕЗ в пространство Е? с помощью формул (6.60). 


1) См. вып. 3 «Аналитическая геометрия» настоящего к са. 
щ у 
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Очевидно, координатные линии р (или линии 1") представ- 
ляют собой прямые, проходящие через ось О, перпендикулярно 
этой оси, координатные линии ф (линии 17) — окружности с цент- 
рами на, оси О=, плоскости которых параллельны плоскости Оуту. 
Координатные линии 2 (линии 13) — прямые, параллельные оси 
Оз (см. рис. 6.3). Найдем векторы т1, 72, тз и т", г?, гЗ. Имеем 

От ду 02 
1 — г, а Г — {созф, Ш ф, 0}, 
Ор Ор др 
От ду 02 
|=, а. = { -рзшф, рсозф, 0}, 
Оф Оф 0дф 


9% ду д 
73 — {5 р = 10, 0, 1}. 


Подчеркнем, что выражения в фигурных скобках представ- 
ляют собой декартовы координаты базисных векторов тГ1, Г2 
и Гз. Непосредственно можно убедиться, что базис т1, Го, тз 
ортогональный. Для вычисления «взаимного базиса воспользу- 
емся формулами, приведенными в п. 1 $ 1 этой главы. Имеем 


Г 


Го — 


с08ф  зшф 0 
гатотгз = |рзшф рсозф 0|=р, 
0 0 1 
[2] — {р с08 ф, рзшф, 0}, 
[1371 — {— эщ фФ, Со Фф, 0}, 
[1°17°2] — {0, 0, р}. 


Поэтому 
г = 2тз] — {08 ф, зшф, 01, 
РТР РЗ 
1. 1 
г? = изть) — | зтф, — с0зф, о}. 
Р1ТР2ТГЗ р р 


9 = 1] — 10,0, 1}. 


РАР2ГЗ 


2°. Сферическая система координат. Эта, система координат 
вводится с помощью соотношений 


х = рзшдсозф, у= рзш0дзшф, 2= рсоз0. (6.61) 


Таким образом, т! = р, 1° =, 13 = 0. Известно, что указанные 


координаты р, ф, 09 (или, что то же, 21, 12, 23) изменяются в 
следующих пределах: 


О<р< +, О<о<2л 0<д9<л. (6.62) 
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Неравенства (6.62) определяют в евклидовом пространстве Е? 


с координатами р, ф, 0 (или т", 17, 13) бесконечную область ©, 


изображенную на рис. 6.4. Мы можем поэтому рассматривать 
введение сферических координал в евклидовом пространстве Е? 


Рис. 6.4 


как результат отображения области ©® пространства Е? в про- 
странство ЁЗ с помощью формул (6.61). 

Очевидно, координатные линии р (линии 21) представляют со- 
бой лучи, выходящие из начала, координат; координатные линии ф 
(линии 17) — окружности с центрами на оси Ох, плоскости кото- 
рых параллельны плоскости Оху, координатные линии 9 (линии 
13) — полуокружности, центры которых находятся в начале коор- 
динат и плоскости которых проходят через ось Ол (см. рис. 6.4). 


Найдем векторы Г1, г2, гзит'!, г?, тЗ. Имеем 


т ={ 3з100созф, зтдзшф, соз0 }, 
то ={ —рзшбзшф, рзш0дсозф, 0 \, 
тз = {рс0з0созф, рсоздзшф, —рзш@ $. 


Непосредственно можно убедиться, что базис г1, г2, Гз ортого- 
нальный. Для вычисления взаимного базиса воспользуемся фор- 
мулами, приведенными в п. 1 3 1 этой главы. Имеем 


шт 0 созф  зшбзшф ‹со03б 
т] Тотгз = | рзш0зшф рзшдсозф 0 = —р*° 310, 


рсоз9созф рсозОзшф —рзшб 


[1°2т“з|={ —р? з1? 0 созф, —р?зш?Озшф, —р?зт0со80 }, 
РЗ ряш ф, рсо$ ф, 0 }, 
[°172|={ —р со О зщ 0 созф, —рсоз 0 зш 9 зшф, р? 0 }. 
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Поэтому 

РЕ = 17273] { 510с0зф, зтб9зшф, с0$0 }, 
РТР2РЗ 

>2 — [изт:] | _ 1 этф _1 05Ф 0 | 
РАР2 РЗ р зшй’ р зшб’ 

3 [172] 1 1 . 1. 

г? = ——— =< -с0$0созф, - создзшф, —- зщ р. 

Р1ТР2ТГЗ р р р 


3°. Ортогональная криволинейная система коофдинат. 
Криволинейную систему координат мы будем называть орто- 
гональной, если в каждой точке области “} базис т;, определя- 
емый равенством (6.59), является ортогональным. Только что 
рассмотренные цилиндрическая и сферическая системы коорди- 
нат представляют собой примеры ортогональных криволиней- 
ных координат. 


Получим выражение для векторов 7’ взаимного базиса для 
случая ортогональной системы координат. 
Введем следующие обозначения: 


Ну = ти, Н2 = 72|, Нз = 73|. 
Величины Ну, Н2, Нз обычно называются коэффициентами или 


параметрами Ламе ). 
Так как система координат ортогональная и тройка векторов 


Г, Г2, Гз правая, то 
—” р ват2гз = Н!Н2Нз, 
Гоа ЗН га, [т1т2| = 
Н\ Н2 
Используя эти соотношения и формулы, выражающие векторы 
взаимного базиса через векторы т; (см. п. 18 1 этой главы), 
получим 


[готз] = г, [тзт| = 


2. Выражение градиента и и производной по направ- 
лению для скалярного поля в криволинейных коорди- 


натах. Пусть в области 4), в которой введены криволинейные 


координаты т", 12, 13, задано дифференцируемое скалярное по- 


ле и(М). При этих условиях ета и определен в каждой точке 
и в каждой точке ® по любому направлению е может быть 


Ои 
вычислена производная -_. Как градиент ета и, так и произ- 
е 


водную по направлению в данной точке М мы будем относить 
к базису тг;, Т' в этой точке, построение которого описано в пре- 
дыдущем пункте. 

1°. Выражение градиента скалярного поля в криволинейных 
координатах. После введения в области 4} криволинейных ко- 


1) Г. Ламе — французский математик (1795-1870). 
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ординат 1, 17, 73 скалярное поле и будет, очевидно, функцией 


переменных 2\, 27, 23: 


и=и(ж", 12°, 53). 


Эта, функция может рассматриваться как результат суперпози- 
ции функции ц(5, у, 2) переменных х, у, 2 и функций (6.58). По- 


(Г 
этому для вычисления производных Эт мы можем применить 
2? 


.. ди 
правило длифференцирования сложной функции. Обозначая ри 
2? 

через и;, получим 


ди От ди ду ди д 
‚о . — — . - — -. 6.63 
у От От ду д д: д } 
ди ди ди .. 
Так как —, —, — — координаты вектора 2та& и в базисе $, 1, К, 
От ду 02 
.. От Оу 02 
связанном с системой Оту2, а —, -‚ — — координаты векто- 
От’ 0х д 


ра г;, то, очевидно, соотношение (6.63) может быть переписано 
в следующей форме: 

и; = г; ета4 и. (6.64) 
Используя формулы Гиббса (см. формулы (6.6)) для вектора 
ота4 и и формулы (6.64), получим 


ота4 и = (г; таа и)" = ит. 


Итак, градиент скалярного поля и в криволинейных координа- 
тах выражается следующим образом: 


отаЯ и = им" (+ — 9 ). (6.65) 


На практике часто встречается случай ортогональной криволи- 
нейной системы координат. В предыдущем пункте мы получили 
(см. п. 3° предыдущего пункта) выражение для векторов 7" вза- 
имного базиса для ортогональной системы. Используя эти вы- 
ражения и формулу (6.65), найдем для ста и в ортогональных 
координатах следующую формулу: 


1 ди 1 ди 1 ди 

га и = — т + та + ——тз. 6.66 

5 Н? дх! 1 Н? д1? 7 Нз дт3 у ) 

Наряду с ортогональным базисом тг; рассматривают ортонор- 

мированный базис е; = т;/Н;. Легко видеть, что в базисе е; 

выражение для ста и имеет вид 

1 ди 1 ди 1 ди 

га4 и = — —е1 + — —е2 + — —ез. 6.67 

5 Н\ От! 1 Но От? 2 Нз 0х3 3 ) 


2°. Выражение производной скалярного поля и(М) по на- 


правлению е в криволинейных координатах. Пусть е' — контра- 
вариантные координаты единичного вектора е в базисе т;, так 


|что | 
е- е Г.. 
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, ди .. 
Для производной 55 Мы получили в п. 282 этой главы следую- 
е 

щую формулу: 

ди 

де 
(см. формулу (6.40)). Подставляя в эту формулу выражение 
для е в базисе т; и формулу (6.65) для ета и, получим 


=е . ста и 


55 = (ет к) (иат") = е и (гьт”) = ещ 0 = ще. 

е 

Таким образом, производная скалярного поля и по направле- 
нию е выражается в криволинейных координатах следующим 
образом: 


2 = ще. (6.68) 


3. Выражение дивергенции, ротора и производной по 
направлению для векторного поля в криволинейных ко- 
ординатах. Пусть в области ®, в которой введены криволи- 
нейные координаты, задано дифференцируемое векторное поле 
р(М). При этих условиях дивергенция и ротор поля р опреде- 
лены в каждой точке области \), и в каждой точке “} по любому 


д 

направлению е может быть вычислена производная я. Дивер- 
е 

генцию, ротор и производную по направлению в данной точ- 


ке М мы будем относить к базису г., г' в этой точке. 
1°. Выражение дивергенции векторного поля в криволиней- 


ных координатах. После введения в области & криволинейных 


координат 5", 17, 23 векторное поле р будет, очевидно, функцией 


переменных 2\, 27, 23: 


1 2 3 
р- р(т ,т ). 
Эта функция может рассматриваться как результат суперпози- 
ции функции р(х, у, 2) и функций (6.58). Поэтому для вычисле- 


ния производных АР мы можем применить правило дифферен- 
ы Ор 

цирования сложной функции. Обозначая эт Через р‚, получим 
2? 

‚ = ОР 02; Орду | ОР 0. (6.69) 
От От ду От 0: д 

Так как ЭР = А$, бр — А]. бр — АК, где А— линейный опе- 

От ду 02 


ратор, определенный равенством Ар = АДт + о(|Аг)) (см. п. 3 


$ 2 этой главы), то из соотношений (6.69) и свойств линейного 
оператора, получим 


дт. ду. д 
р; = (2 + т + я ) = Аг.. (6.70) 
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По определению ур = У А = т"Аг,. Поэтому, согласно фор- 
муле (6.70), в криволинейной системе координат дивергенция 
векторного поля р(М) может быть вычислена по формуле 
ур = тр, (р: = Р.). (6.71) 
ИЯ 
Найдем выражение для дивергенции для случая ортогональной 
криволинейной системы координат. Используя выражение для 
векторов 7' взаимного базиса для ортогональных криволиней- 
ных координат и формулу (6.71), получим 


От 
Формула (6.72) записывается также и другим способом. Обозна- 


чим через Р' координаты поля р в ортонормированном базисе 
т: 1) 


1 1 1 д 
Фур = те Ру"1 + н2Р2"? + яз" (р; = р.) (6.72) 


её = т ‚ Тогда после ряда преобразований выражение (6.72) 
для ур примет следующий вид: 
1 2 3 
акр 1 ГР ННз)  О(Р?НЬН,) , б(Р НН | (6.73) 
Н\Н>Нз 0х1 0х2 0х3 

2°. Выражение ротора векторного поля в криволинейных ко- 

ординатах. По определению гофр = го А = т'Аг;. Поэтому, 
согласно формуле (6.70), получим я 

гор = [р] (р =5®). (6.74) 


Найдем выражение ротора в ортогональной криволинейной си- 
стеме координат. Используя выражение для векторов Т' взаим- 
ного базиса для ортогональной системы и формулу (6.74), полу- 
чим 


1 1 1 д 
гор = яз "11. + яз "2Р2. + 5 "ЗРз. (р; — р.) (6.75) 
1 2 3 


От 


г. 
В ортонормированном базисе е; = я ротор векторного поля р 


$ 


имеет координаты 


1 1 оны — На 1 оно — НЗ 
Н›Нз[ 022 дт3 НзН.[ 053 дх |’ 
г [ОРены _ дин], (6.76) 
Н'Н2 0х1 0х2 


3°. Выражение для производной векторного поля по направ- 
лению в криволинейных координатах. Воспользуемся формулой 


9Р — де, (6.46) 
де 


1) В правой части этой формулы суммирование по индексу 1 не произво- 
дится. 
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полученной нами в п. 3 8 2 этой главы. Пусть е = е'т.. Тогда из 
формулы (6.46) и свойств линейного оператора получим 


д . 

°Р = е Ат... 

де 

Ор .. 

Так как Ат; = р;, где р; = ——, ТО для производной векторного 
поля р по направлению е поЛучим следующее выражение: 

д . 

-Р =еф.. (6.77) 

де 


4. Выражение оператора Лапласа в криволинейных 
ортогональных координатах. Мы определили оператор Ла- 
пласа Ац как повторную операцию 41% ета и. Используя выра- 
жения (6.67) и (6.73) для градиента и дивергенции в криволиней- 
ных ортогональных координатах, мы получим выражение для 
оператора Лапласа. 

В рассматриваемом случае векторным полем р, дивергенцию 
которого нужно вычислить, является поле ета и. Подставляя 


(6.67) в (6.73), получим 


лит [2 (НВ бы 0 (НН и д (НН 04 
Н1Н>Нз [дух Нт дхт! дт2 Нэ› 012? дт3 Нз да3/Г 
(6.78) 


5. Выражение основных операций теории поля в ци- 
линдрической и сферической системах координат. 

1°. Цилиндрическая система координат. В силу результатов 
в 1 п. 18 3 параметры Ламе для цилиндрических координат 
имеют вид 


Н1 = 1, На = р, Нз = 1. 


В таком случае из формул (6.67), (6.73), (6.76) и (6.78) вытекают 
следующие равенства: 


га4 и = —е, + -—е — е 
5 РТ др р | 92 2) 
1д 1 ОР. ОР 
тр =1 9 (ор) + 129 ‹ 9: 
ТОР. ОР ОР, ОР. 10(рР›) ТОР 
гор = (- — =) + (2 )е + [1 )е 
Р р дф 02 р 02 др и р др р дф 7 


А ( ) 1 ди ди 
и = =— | р— + —-. 
р др \ др р? д? 022 
2°. Сферическая система координат. В этом случае пара: 
метры Ламе имеют вид 


На =1, Но = рт 0, Нз = р. 
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Следовательно, 
ди 1 ди 1 ди 
га4 и = —е,-+ ——_—е, + -—е 
5 Ор р рзш 9 дф и р 00 о) 
. 1 д.2 1 ОР 1 9.. 
ур = — — (р”Р,) + г — (зп ОР 
Р р? 5 р) рзш@ до рзш 0 58 о), 
гоёр = 1 (ее — те) + 
рзш 9 00 Оф 


1 дР, 10(Р,) 19(рР›) 1дР, 
рзш@ до р др р др р 90 
2 
ди (ри + 5 (505%) + ди. 
р? др Ор р? зт 0 09 90 р? зш" 0 д? 
В заключение этой главы приведем сводку формул, связы- 


вающих операции взятия градиента, дивергенции и ротора, с ал- 
гебраическими операциями: 


1°. ета4(и - и) = ета и + рта4ч. 
2°. отаа(и - 0) = и стат - и рта4 и. 


3о. втаа (\) — овта4 и — иртад о (920). 


22 
4°. а1у(р + а) = ур - а 4. 
5°. 4х(ир) = рега4 и + и ур. 
6°. 41у[р4| = агоёр -— ргоф д. 
7°. тор + а4| = гобр + гоф 4. 
8°. го (ир) = итофр — [р ета4м|. 


В справедливости этих формул читатель легко убедится са- 
мостоятельно. 

Заключительные замечания. В этой главе мы по- 
знакомились с основными операциями теории поля. При этом 
мы не опирались на какие-либо физические представления, по- 
скольку нашей целью являлось построение математического ап- 
парата теории. В следующей главе мы получим ряд важных 
интегральных соотношений, связывающих некоторые операции 
теории поля. Эти соотношения позволят нам указать физиче- 
скую интерпретацию понятий и операций, введенных в настоя- 
щей главе. 


ГЛАВА 7 


ФОРМУЛЫ ГРИНА, СТОКСА И 
ОСТРОГРАДСКОГО 


В этой главе мы получим важные формулы, играющие боль- 
шую роль в различных приложениях и, в частности, в теории 
поля. Эти формулы в определенном смысле представляют собой 
обобщения на, многомерный случай формулы Ньютона--Лейбница 
для одномерных интегралов. 


$ 1. Формула Грина ') 


1. Формулировка основной теоремы. Пусть Г) — конеч- 
ная, вообще говоря, многосвязная область на плоскости Оту с 


кусочно-гладкой границей Г 2). Область О с присоединенной 


границей Г, мы будем обозначать О. Справедлива следующая 
основная теорема. 


Теорема 7.1. Пусть функции Р(х, у) ц О(т, у) непрерыв- 


ны в 0) и имеют непрерывные частные производные первого 
порядка в О. Если существуют несобственные интегралы по 
области О) от каждой из частных производных функций Р(х, у) 


и О (т, у) 3) то ны соотношение 


11 5.) 42 = фраг + 94 (7.1) 


Г, 
называемое р. ормулой Грина. При этом стоящий в пра- 
вой части, (7.1) интеграл представляет собой сумму интегра- 
лов по связным компонентам, границы [, на которых указано 
такое направление обтода, при котором область О) остается 
слева. 


1) Дж. Грин — английский математик (1793-1841). 


2) Граница Г, называется кусочно-гладкой, если она составлена из конечно- 
го числа гладких кривых. Если граница [, состоит из конечного числа замк- 
нутых кусочно-гладких кривых [Г;, то связную область О) обычно называют 
многосвязной, а кривые [; называют связными компонентами границы. 


3) Так как частные производные функций Р(х, у) и О(х, у) существуют 
лишь в открытой области О, то упомянутые интегралы являются несобст- 
венными. При дополнительном предположении о непрерывности указанных 


частных производных в 79) упомянутые интегралы переходят в собственные. 
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Мы докажем сначала формулу Грина для специального, но 
достаточно широкого класса областей. Затем мы установим ряд 
вспомогательных утверждений, которые понадобятся для дока: 
зательства сформулированной теоремы. 

2. Доказательство формулы Грина для специального 
класса областей. Пусть ГР) — односвязная конечная область с 
кусочно-гладкой границей [. Будем считать, что каждая пря- 
мая, параллельная любой координатной оси, пересекает грани- 
цу Г, не более чем в двух точках. Такие области будем называть 
областями типа К. 

По предположению, существуют несобственные интегралы 
от частных производных функций Р(х, у) и О(т, у). Это озна- 
чает, что для любой системы областей {О}, монотонно исчер- 
пывающих область 0), справедливо, например, соотношение 


[17 [29 гаи = || 8 аау 
п—со От От 
Л» р 


(аналогичные соотношения справедливы и для других частных 
производных функций Р(х, у) и О (т, у)). 

Опишем построение специальной системы областей {Пи}, 
монотонно исчерпывающих область типа К. Эта система, пона- 
добится нам при доказательстве 
формулы Грина для областей ука- 
занного типа. 

Пусть сегмент |а,6|] оси От 
представляет собой проекцию на 


эту ось области О (рис. 7.1). Про- 
ведем через точки а и 6 прямые, 
параллельные оси Оу. Каждая из 
этих двух прямых пересекается с 
границей Г, лишь в одной точке. 
Эти две точки А и В пересече- 
ния указанных прямых с грани- Рис. 7.1 

цей /, разделяют [, на две кривые 

Г/ и Г/', которые, очевидно, представляют собой графики непре- 
рывных и кусочно-дифференцируемых на, сегменте |а, 6] функ- 
ций 11(7) и у2(т) соответственно. Отметим (см. рис. 7.1), что 
у1(2) < у2(х) (равенство имеет место лишь при х =аит=6.. 


Рассмотрим далее последовательность сегментов |@и, | та- 
ких, что а < @ < 6 < 6 а, а, 6 > 6 при п -} со. Пусть, 
кроме того, при любом п сегмент [@п, 6»| содержится в сегменте 
[ат-1, бит]. Выберем число ев > 0 так, чтобы графики [4 и Г/ 
функций 91 (5) Е Ер и у2(т) — Е, были расположены в области О 
и не пересекались. 
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Границей области О» является кривая, составленная из ли- 
ний [/ и [/, и отрезков вертикальных прямых, проходящих че- 
рез точки ап и В, (см. рис. 7.1). Область О„-1 строится ана» 
логичным образом, только вместо сегмента [апв, 6»| берется сег- 
мент [аиу1, би 1|, а число пут > 0 выбирается меньшим числа 
=„. Очевидно, что если п, — 0, то построенная система областей 
{Р»} монотонно исчерпывает область О. 

Докажем следующее утверждение. 

Теорема 7.2. Пусть в области 2) тита К функции Р(х, у) 
и 0 (1, у) удовлетворяют условиям теоремы 7.1. Тогда для этой 
области и для функций Р(х, у) и О(х, у) справедлива формула 
Грина. 


Доказательство. Достаточно убедиться в справедливо- 
сти равенств 


[зимми = оч -]1 ушу ра (7.2) 


Так как указанные равенства, доказываются однотипно, мы про- 
ведем доказательство второго из них. Рассмотрим двойной ин- 


теграл 
/1% 4х Ау. (7.3) 


— .. ОР 
Для области О, и для подынтегральной функции и в инте- 


грале (7.3) выполняются все условия, при которых действует 
формула повторного интегрирования. По этой формуле имеем 


6, у2(5) п 
Ш ОР ах Ау = ] т ] ОР = 
ду д 
а @т, у1(2) Е 
| 6, 
= [ Р(х, у2(1) — еп) 4х — [ Р(хт, у1(1) + еп) 4х (7.4) 


Левая часть соотношений (7.4) при п —$ со имеет предел, равный 


интегралу ] с 42 ау. В силу равномерной непрерывности 
У 


функции Р(х, у) в замкнутой области О, каждое из слагаемых 

в правой части (7. 4) имеет при п -— со предел, равный для пер- 
Ь Ь 

вого слагаемого | Р(х, у2(1)) 4х и для второго | Р(х, у1(х)) 4х. 
а, 
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Первый из этих двух интегралов представляет собой при ука- 
занном на рис. 7.1 направлении обхода границы криволинейный 


интеграл 
—_ [ Р(х, у) ах, 
Ти! 
а, второй интеграл — криволинейный интеграл 
Г Р(х, у) ах. 
ТИ 


Мы видим, что правая часть соотношений (7.4) при п -} со 
имеет предел, равный 
— Г Р(х, у) ах. 
Г, 


Таким образом, вторая из формул (7.2) доказана. Справедли- 
вость первой из формул (7.2) устанавливается аналогично (нуж- 


но спроецировать 0) на ось Оу и повторить проведенные рассу- 
ждения). Теорема, доказана. 

3. Инвариантная запись формулы Грина. Пусть функ- 
ции Р(х, у) и О (т, у) удовлетворяют условиям теоремы 7.1 в ко- 
нечной связной области Ш) с кусочно-гладкой границей [.. Опре- 
делим в области ОП = 2 - Г векторное поле р, координаты ко- 
торого в данной декартовой прямоугольной системе координат 
равны Р(х, у) и О(т, у). Очевидно, при условиях, наложенных 
на функции Р(х, у) иО (т, у), поле р будет непрерывным в обла- 
сти О и непрерывно-дифференцируемым в 0. Найдем ротор 
этого векторного поля. Используя выражение гоёр в ортонор- 
мированном базисе $, 1, К, получим 


гор = (52 — ") к 
дх ду 
Из этого соотношения получим 
29 Ро р. (7.5) 
дх ду 


Замечание 1. Перейдем в плоскости Охту к новому ор- 
тонормированному базису $, 1 и к новой декартовой системе 
координат От’у’, связанной с этим базисом. Пусть векторное по- 
ле р имеет в этом новом базисе координаты Р’и О’. Очевидно, в 
новой системе координат функции Р’и О’ удовлетворяют усло- 
виям теоремы 7.1. Кроме того, так как в новом базисе гобр = 
— (29 эр 
= — к, то 

От’ Оу 


904’ _ ОР" — 
5” Эй Е гоф р. (7.6) 
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Так как скалярное произведение К гор представляет собой ин- 


вариант, то из (7.5) и (7.6) следует, что выражение 5 — 9Р не 


х ду 
меняет ни значения, ни формы при переходе к новому ортонор- 


мированному базису, т. е. также представляет собой инвариант. 

С помощью этого замечания мы можем сделать следующий 
важный вывод: интеграл, находящийся в левой части формулы 
Грина (7.1), имеет инвариантный характер — его значение и 
форма не меняются при переходе к новой декартовой системе 
координат. Действительно, при таком преобразовании коорди- 
нат абсолютная величина якобиана преобразования равна, еди- 
нице. Согласно же замечанию, подынтегральное выражение не 
меняет ни значения, ни формы. Обратимся теперь к интегралу 


$ Ра + О ау, (7.7) 


находящемуся в правой части формулы Грина. Убедимся, что 
этот интеграл также имеет инвариантный тарактер — его 
значение и форма не меняются при переходе к новой декарто- 
вой системе коофдинат. 

Пусть #— единичный вектор касательной в точках грани- 
цы /,, направление которого согласовано с направлением обхода, 
на /[,, соза и зша — координаты вектора %. Выберем в качестве 
параметра на [, длину дуги [, причем на каждой связной ком- 
поненте границы возрастание параметра [ согласовано с направ- 
лением обхода на этой компоненте. При условиях, наложенных 
на Г, функция &([) будет кусочно-непрерывной. При сформули- 
рованных выше условиях векторное поле р будет непрерывным 
на /,, а его координаты Р и © представляют собой непрерывные 
функции от [. 

Заметим, что после выбора направления обхода, и параметра 
на кривой Г, криволинейный интеграл второго рода (7.7) преоб- 
разуется в криволинейный интеграл первого рода. При этом Ри 
С) вычисляются в точках [,, а ах = соз а 1, Ау = зш а 4. Таким 
образом, 


$ Рах + Оау = $(Р соза + Озша) 4 = $ рЕЁ 4. (7.8) 
т, т, т, 


Соотношение (7.8) показывает, что интеграл (7.7) действитель- 
но имеет инвариантный характер: скалярное произведение рё— 
инвариант, параметризация с помощью длины дуги не связана, 
с системой координат. Кроме того, в новой декартовой системе 
координат От’у’ имеем 


РЕ = (Р’соза + О'зша’) = Р'’ах' + О'ау, 
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и поэтому 
Рах + Оду=Р' ат + О'ау. 


Итак, мы убедились, что интеграл (7.7) имеет инвариантный 
характер — его значение и форма не меняются при переходе к 
новой декартовой системе координал. 

Проведенные выше рассуждения позволяют придать форму- 
ле Грина (7.1) следующую инвариантную форму: 


ГГ Кгофрав = $ р. (7.9) 
р т, 


При этом 4с означает элемент площади области ПД. 
Замечание 2. Обычно интеграл 


ф ра! 
т, 


называют циркуляцией векторного поля р по кривой [.. 

Из теоремы 7.2 и выводов этого пункта мы можем извлечь 
важное следствие. 

Следствие. Пусть функции Р(х, у) и О(т, у) удовлетво- 
ряют условиям теоремы Т.1 в конечной области О с кусоч- 
но-гладкой границей Г. Если область О мо- 
жет быть разбита на конечное число обла- 
стей Пь с кусочно-гладкими границами Гу 
(рис. 7.2) и при этом каждая из Ок пред- 
ставляет, собой область типа К по отноше- 
нию к некоторой декартовой системе коор- 
динат, то для области О и функций Р(х, у) 
и 9(:, у) справедлива формула Грина. 

Справедливость следствия вытекает из 
следующих рассуждений. Ясно, что формула 
Грина справедлива для каждой из областей 
0х. Это следует из инвариантного характера формулы и из те- 
оремы 7.2 (в некоторой системе координат Ох будет областью 
типа К). 


ОР 


рр ) т ау 


9) 
Далее, очевидно, что сумма интегралов и 

уй 

Ре 
в левых частях формул Грина по областям Г)ь представляет со- 
бой интеграл ] ] (52 — =”) ат ау. Сумма же криволинейных 
х у 
р 
интегралов $ Рах + О4у в правых частях формул Грина по 
Г 

границам Ёк областей Ди даст интеграл $ Рах + О ау, ибо ин- 


Г, 
тегралы по общим участкам границы областей Ду сократятся — 
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эти участки в соседних областях ПД)» обходятся в противополож- 
ных направлениях (для пояснения можно обратиться к рис. 7.2). 

Замечание 3. Произвольную конечную связную область 
0 с кусочно-гладкой границей [, нельзя, вообще говоря, разбить 
на конечное число областей Пу указанного выше вида. Одна: 
ко из каждой конечной области ПО с кусочно-гладкой границей 
можно удалить такую как угодно малую часть, что оставшаяся 
область может быть разбита нужным образом. При этом вклад 
в правую и левую части формулы Грина, отвечающий удаленной 
части области 0), будет соответственно как угодно мал. Эта идея 
лежит в основе доказательства формулы Грина в общем случае. 

В следующем пункте мы докажем ряд вспомогательных пред- 
ложений, с помощью которых указанным способом будет уста: 
новлена формула Грина в общем случае. 

4. Вспомогательные предложения. Пусть Г — кусочно- 
гладкая плоская кривая без самопересечений, на которой в ка- 
честве параметра выбрана длина дуги [. 

Окрестностью внутренней точки Р на кривой [ мы 6у- 
дем называть любое, не совпадающее со всей кривой [, связное 
открытое множество точек этой кривой, содержащее точку Р. 


Для граничной точки Г, вводится понятие полуокрестности \). 
Длину окрестности (или полуокрестности) бу- 
дем называть ее размером. 

Внутренняя точка Р кривой Г разбивает 
каждую свою окрестность на две полуокрест- 
ности. Окрестность точки Р будем называть 
А-окрестностью, если каждая из полуокрестно- 
стей имеет длину Л. 

Лемма 1. Пусть [— гладкая конечная 
кривая без самопересечений, А и В — гранич- 


Рис. 7.3 ные точки этой кривой, [— связная часть 
кривой Г, которая вместе со своими концами 


А и В целиком состоит из внутренних точек кривой Г, (рис. 


7.3) 2). Можно указать два таких положительных числа А и 
д, что точная верхняя грань углов, которые составляют, каса- 


тельные в точках А-окрестности любой точки Р кривой Г, 3) 


1) Если Р — граничная точка кривой Г, а С) — любая ее другая точка, то 
множество всех точек кривой Г[,, заключенных между Р и О, включающее 
точку Р и не включающее точку (), мы назовем полуокрестностью 
точки Р. 


2) Кривая может быть и замкнутой. В этом случае Г, может совпадать с Г. 
Если Г — замкнутая кривая с одной угловой точкой, то [, — любая замкну- 
тая связная часть Г, не содержащая эту угловую точку. 


3) Окрестность точки кривой Г рассматривается как окрестность этой 
точки на кривой /[.. 
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с касательной в точке Р меньше п/8, а расстояния от точ- 
ки Р до точек кривой Ё[, расположенных вне А-окрестносты, 


не меньше д !). 

Доказательство. Убедимся, что можно указать А > 
> 0, удовлетворяющее условиям леммы. Во-первых, отметим, 
что для любого а >0 для каждой точки Р можно указать 
такую А-окрестность (Л > 0), в пределах которой верхняя грань 
углов, которые составляют касательные в точках этой А-окрест- 
ности с касательной в точке Р меньше а. Это следует из непре- 
рывности касательных к кривой [.. 

Речь идет об универсальном А, пригодном для всех точек 
кривой [.. 

Допустим, что нет Л > 0, удовлетворяющего условиям леммы. 
Тогда для любого А„ = 1/п на Г, найдутся такие точки Ри, и О, 
что длина дуги РО» меньше Ли, а угол между касательными 
в этих точках не меньше фиксированного а < п/8. Выделим из 


последовательности {Р„} подпоследовательность {Ри}, сходя- 


шуюся к точке Р кривой Г. Очевидно, подпоследовательность 
{О„,} также сходится к Р. Рассмотрим ту А-окрестность точ- 
ки Р ‚ в которой точная верхняя грань углов между касательны- 
ми в точках окрестности и в точке Р меньше </2. 

Ясно, что угол между касательными в любых двух точках 
указанной А-окрестности точки Р меньше а. При достаточно 
большом пк, точки Ри, и @и, попадут в выбранную А-окрест- 
ность точки Р, и поэтому угол между касательными в этих точ- 
ках должен быть меньше а, тогда как по выбору этих точек этот 
угол должен быть больше или равен с. Это противоречие опро- 
вергает сделанное допущение о несуществовании Л >> 0, удовле- 
творяющего условиям леммы. Отметим, что требуемое А меньше 
каждой из дуг АД и ВВ. 

Докажем теперь, что можно указать д > 0, удовлетво- 
ряющее условиям леммы. 

Допустим, что нет д > 0, удовлетворяющего условиям лем- 


мы. Тогда для любого д» = 1/п можно указалъь на Г, такую точку 
Г» и на [, такую точку СО, что длина дуги Р, О больше или рав- 
нал 2), тогда как хорда Р.О» имеет длину меньше д. Выделим 
из последовательности {Р, } подпоследовательность, сходящую- 
ся к точке Р кривой Г, и рассмотрим соответствующую подпо- 
следовательность последовательности {@„}. Из этой последней 


подпоследовательности выделим подпоследовательность {@в, }, 
сходяшщуюся к точке (©) кривой [. Ясно, что подпоследовалтель- 


1) Очевидно, Л > 5. 


2) Существование такого А уже установлено в первой части доказатель- 
ства леммы. 
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ность {Р»,} сходится к Р. Так как по выбору точек Ри, и О, 
длина дуги РС», больше или равна Л, то и длина дуги Р@ 
больше или равна А. Поскольку длины хорд Ри, стремятся 
к нулю, то длина хорды РО равна нулю, т. е. точка Р совпадает 
с точкой (С) и является поэтому точкой самопересечения кривой 
[, без самопересечений. Полученное противоречие подтверждает 
возможность выбора требуемого д > 0. Доказательство леммы 
завершено. 


Следствие 1. Пусть кривые Ё и Ё удовлетворяют, усло- 
виям леммы 1. Тогда можно указать такое число 2А, что лю- 
бая дуга кривой Ё длины меньше 2А однозначно проецируется 
на одну из координатных осей фиксированной декартовой пря- 
моугольной системы координат Оту. 

Действительно, возьмем в качестве Л число, указанное в лем- 
ме 1. Любая дуга кривой Г длины меньше 2 содержится в 
Л-окрестности некоторой точки Р кривой Г. Касательная в точ- 


ке Р составляет с одной из осей От или Оу угол, меньший или 
равный л/4. Тогда, очевидно, касательная в любой точке рас- 


сматриваемой дуги составляет с этой осью угол, меньииий п /2, 
и поэтому эта дуга однозначно проецируется на указанную ось 
(при неоднозначном проецировании были бы касательные, со- 


ставляющие с указанной осью угол, равный л/2). 


Следствие 2. Пусть кривые Ё и Ё удовлетворяют, усло- 
виям леммы 1. Тогда можно указать такое число ЗА > 0, что 


любая дуга кривой Ё[ длины меньше 2А однозначно проециру- 

ется на обе координатные оси специально выбранной для этой 

дуги декартовой прямоугольной системы координат Оту. 
Возьмем в качестве А число указанное в лемме. Любая ду- 


га кривой [, меньше 2Л содержится в А-окрестности некоторой 


точки Р кривой [,. Выберем декартову прямоугольную систе- 
му координат так, чтобы касательная в Р сее осями составляла 
угол п /4. Тогда касательная в любой точке указанной дуги будет 
составлять с каждой из осей Ох и Оу угол, меньший л/2, и по- 
этому эта, дуга будет однозначно проецироваться на каждую из 
осей. Отметим, что малые изменения выбранной системы коор- 
динат не влияют на возможность однозначного проецирования 
дуги на обе координатные оси. 

Лемма 9. Пусть О — квадрат, В — угол с вершиной в цен- 
тре Р квадрата @ и с раствором 2а < п/4. Обозначим через Г 
часть границы квадрата ©, заключенную в угле В. Тогда угол 
между любой хордой линии Г (прямая, соединяющая две точ- 


ки Г) и биссектрисой угла В не меньше а. 


Ввиду элементарности не будем приводить доказательство 
этой леммы. 
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Лемма 9. Пусть О — квадрат, Ё — гладкая кривая без са- 
мопересечений, вытодящая из центра Р квадрата ©. Пусть 
точная вертняя грань углов, которые составляют касатель- 
ные к Г с полукасательной к Ё в точке Р, равна а < п/8. Тогда 
[, пересекает границу квадрата © не более чем в одной точке. 

Доказательство. Построим угол В с раствором 2“, 
2а < 2а < п/4, биссектрисой которого является полукасатель- 
ная к Г в точке Р, а вершиной — центр Р квадрата. Обоз- 
начим через Г часть границы квадрата, (©, заключенную в уг- 
ле В. Очевидно, кривая Г расположена внутри угла В (если 
бы Г, пересекала, сторону угла В в точке, отличной от Р, то на- 
шлась бы касательная, параллельная этой стороне и указанная 
касательная составляла бы с полукасательной к [, в точке Р 
угол, равный а > а, что противоречит условию). Пусть Ё пе- 
ресекает Г в двух точках М и №. Тогда на [, нашлась бы точ- 
ка, касательная в которой параллельна хорде ММ и, согласно 
лемме 3, эта касательная составляла бы с полукасательной к /, 
в Р угол не меньший а > а, а это противоречит условию. Лемма 
доказана. 


Следствие из лемм 1 ц 3. Пусть кривые Г, ц Г удовле- 
творяют условиям леммы Гид > 0 — число, указанное в этой 


лемме. Тогда кривая Г, пересекает границу любого квадрата () 
с центром в произвольной точке Р этой кривой ци со стороной, 


меньшей М25, не более чем в двух точках. 
Убедимся в справедливости следствия. Пусть Р — произволь- 


ная точка кривой Г и Л > 0 число, указанное в лемме 1. 
Обратимся к А-окрестности точки Р. Обе граничные точки этой 


окрестности и часть [, расположенная вне А-окрестности, со- 
гласно лемме 1, лежат вне любого квадрата с центром в Ри 


со стороной, меньшей м25. Поэтому рассматриваемая А-окрест- 


ность (и только она) пересекается с границей квадрала О \). 
Так как каждая из полуокрестностей рассматриваемой А-окрест- 
ности точки Р удовлетворяет условиям леммы 3, то ясно, что 
А-окрестность пересечет границу квадрата () не более чем в двух 
точках. 

5. Специальное разбиение области /) с кусочно-глад- 
кой границей Ё. Пусть 1) — многосвязная конечная область, 
граница [, которой состоит из конечного числа замкнутых ку- 
сочно-гладких кривых; Р|, РЁ, ..., Р,- угловые точки грани 
цы Г. Будем считать, что на плоскости выбрана декартова пря- 
моугольная система координат Оту. 


1) Здесь используется теорема Жордана, утверждающая, что если две 
точки непрерывной кривой [, являются внутренней и внешней точками 
области ПО), то Г пересекает границу Ш. 
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Мы укажем способ специального разбиения области П на 
подобласти. Такие разбиения понадобятся нам при доказатель- 
стве теоремы 1. 

1°. Убедимся, что для любого = > 0 можно так выбрать ква: 


драты От, ©>, ... ‚ О» сцентрами в угловых точках границы Г и 
_ со сторонами, параллельными осям Ох 
9) 1 и Оу (рис. 7.4), что будут выполнены 


следующие условия: 


1) Граница любого квадрата @); с 
центром в Р; пересекается с каждой из 
двух ветвей границы [, исходящих из 


Р; ') ровно в одной точке (см. рис. 7.4). 
Указанные точки являются единствен- 
ными общими точками границы квал- 
рата, С); с границей Г.. 

2) Сумма площадей квадратов (©); 


З» 
6] х . 
будет меньше =; сумма длин частей гра- 


Рис. 7.4 ницы ., находящихся в квадратах О.. 


также будет меньше =. Очевидно, при этом сумма периметров 
квадратов (©); не превышает А=, где А — некоторая константа. 


$ 

Возможность указанного выше выбора, квадратов (); выте- 
кает из следующих рассуждений. 

Рассмотрим А-окрестности угловых точек, подчиненные тре- 
бованиям: 

1. Эти А-окрестности не пересекаются. 

2. Сумма длин всех А-окрестностей меньше в. 

3. Точная верхняя грань углов, которые составляют каса- 
тельные каждой из полуокрестностей А-окрестности с соответ- 
ствующей полукасательной в угловой точке меньше а < л/8. 
Возможность выбора таких А-окрестностей угловых точек оче- 
видна. Отметим, что каждая из полуокрестностей выбранных 
А-окрестностей удовлетворяет условиям леммы 3. Поэтому каж- 
дая из этих полуокрестностей пересекается не более чем в одной 
точке с границей любого квадрата с центром в соответствующей 
угловой точке. 

Для каждой угловой точки Р; определим число д > 0, равное 
точной нижней грани расстояний от Р; до части [, полученной 
удалением из [, А-окрестности точки Р;. 

Обозначим д = шт {01, д2,..., 0}. Ясно, что любой квад- 


©. 
29.9. 9Ф 
ор 


рат О; с центром в Р;, длина стороны которого меньше \5, 
удовлетворяет сформулированному выше условию 1), ибо при 


указанном выборе квадрата (); для каждой из полуокрестностей 


1) Достаточно малая А-окрестность угловой точки Р; состоит из двух глад- 
ких ветвей, исходящих из этой точки. 
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точки Р; выполнены условия леммы 4 и, кроме того, гранич- 


ные точки полуокрестности лежат вне квадрата (©); (этим обес- 
печивается единственность точки пересечения полуокрестности 
с границей квадрата). Ясно также, что за счет уменьшения сто- 
рон квадратов можно добиться, чтобы сумма их площадей была 
меньше =. Очевидно, сумма длин частей границы [,, находящих- 


ся в квадратах ();, будет меньше = за счет специального выбора 


А-окрестностей угловых точек. Таким образом, условие 2) также 
выполняется при указанном выборе квадратов ();. 
2°. Удалим из [, те части, которые находятся в квадратах 


С). Оставшаяся после удаления часть [ представляет собой на- 
бор гладких кривых [, без общих точек; при этом некоторые 


из Г; представляют собой гладкие замкнутые кривые. Отметим, 
что каждая незамкнутая кривая [/; состоит из внутренних точек 
гладкой кривой [„, граничными точками которой будут угловые 
точки Г (см. рис. 7.4). 


Для каждой из кривых [.; воспользуемся леммой 1 преды- 
дущего пункта. Пусть А; и д; — числа, гарантированные для [, 
этой леммой. При этом число д; мы подчиним еще одному тре- 
бованию — будем считать, что д: меньше нижней грани рассто- 


яний от точек [; до остальных кривых [х%. Далее обозначим 
А = шы {Л1, ^2,..., Ал} и 0 < д* < шщ{941, 45,.... 0 д“ < 
< 295, где д— число, выбранное в 1°. Очевидно, А > 9*. 
Разобьем каждую кривую Г, на конечное число частей дли- 
ны меньше 0*. Построим квадраты ();, центры которых нахо- 
дятся в точках разбиения кривой [,;, со сторонами длины 0*, 
параллельными осям От и Оу. 
3°. С помощью квадратов О; и О; построим требуемое раз- 
биение области Ш. 

1) Удалим из О части, общие Д и квадратам О;. Оставшуюся 
часть [) обозначим через ., а границу О. — через Г.. Грани- 
па Г. состоит из кривых Г; и отрезков прямых, параллельных 
координатным осям. 

2) Обозначим через ©; общую часть квадрата, (©; и области О.. 


Области О; разбивают область О. на односвязные части О; !), 
граница каждой из которых состоит из прямолинейных отрез- 
ков, параллельных координатным осям и, быть может, одного 


криволинейного отрезка, содержащегося в одной из кривых [м и 
имеющего длину меньше д. Так как указанный криволинейный 


1) Область О называется односвязной, если любая кусочно-гладкая, неса- 
мопересекающаяся замкнутая кривая, расположенная в О, ограничивает 
область, все точки которой принадлежат Ш. 
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отрезок проецируется однозначно на одну из координатных осей 
(длина каждого такого отрезка меньше д* < Л, а в этом слу- 
чае, согласно следствию 1 из леммы 1, 
этот отрезок однозначно проецируется на 
одну из координатных осей), то, очевидно, 


любая область 0; может быть разбита 
прямыми, параллельными одной из коорди- 
натных осей на конечное число частей Оу, 
каждая из которых представляет собой ли- 
бо прямоугольник, либо криволинейную тра- 


пецию 1), быть может, выродившутюся в кри- 
Рис. 7.5 волинейный треугольник. 


На рис.7.5 показана одна из областей 0);. Штриховыми ли- 
ниями показано разбиение /[); на части Пь. 


6. Доказательство теоремы 7.1. Мы только что убеди- 
лись, что после удаления из 1) частей, находящихся в квадра- 


тах {;, получается область О; 2) с границей Г., которая может 
быть разбита, на конечное число специального вида, областей Г). 


Докажем, что для области О. справедлива формула Грина. 
Согласно следствию в п. 3 данного параграфа для этого доста- 
точно убедиться, что каждая из областей Пь по отношению к 
некоторой специально избранной декартовой системе координат 
будет областью типа А. 

Если Ок — прямоугольник, то требуемой системой является, 
например, система координат, одна из осей которой параллельна 
диагонали этого прямоугольника. Пусть Оу является криволи- 
нейной трапецией или криволинейным треугольником. Из спо- 
соба, построения областей Ду, следует, что кривая сторона гра- 
ницы /)к удовлетворяет условиям леммы 1 п. 4 этого парагра- 
фа и поэтому, согласно следствию 2 из этой леммы, однозначно 
проецируется на обе координатные оси специально выбранной 
декартовой прямоугольной системы координат. Так как малые 
изменения выбора этой системы не нарушают указанного свой- 
ства, то, очевидно, мы можем выбрать такую систему коорди- 
нат, на обе оси которой однозначно проецируются и прямолиней- 
ные части границы /)%. По отношению к этой системе координат 
Ох будет областью типа А. Итак, для области О. справедлива 


1) Напомним, что криволинейной трапецией называется фигура, основа- 
ния которой параллельны одной из координатных осей, одна из боковых 
сторон параллельная другой координалной оси и на эту последнюю ось од- 
нозначно проецируется кривая боковая сторона трапеции. 


?) Напомним, что квадраты С); выбираются по любому данному положи- 
тельному = так, чтобы сумма их площадей была меньше = и сумма длин 


частей границы Ё, расположенных в @);, была также меньше =. Ясно, что 
при = -} 0 области ОП. исчерпывают область О. 
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формула Грина 


[1 5, ) ау = $ Раг+ 94. = (140) 


Ге 
Из способа построения областей Ш). следует, что при = -» 0 левая 
и рава части ги Формулы (7.10) имеют соответственно пределы 


|1 ) 4 фу и ра -- О ау. Теорема 7.1 доказана. 
Г, 


$ 2. Формула Стокса !) 


1. Формулировка основной теоремы. Пусть 5 — ограни- 
ченная, полная, кусочно-гладкая, двусторонняя поверхность с 
кусочно-гладкой границей Г * 

Окрестностью поверхности 5 будем называть любое откры- 
тое множество &, содержащее 2. 

Справедлива, следующая основная теорема. 

Теорема 7.3. Пусть в некоторой окрестности повертно- 
сти 5 функции Р(х, чу, 2), О(т, у, 2) и В (т, у, 2) непрерывны 
и имеют непрерывные частные, производные первого порядка. 
Тогда имеет место еее соотношение: 


// (о, о) ааа + (57 -° С) век + (58 — от) = тау— 


= $Рах + Оау- Ва2, (7.11) 


называемое формулой Стокса. При этом стоящий в 
правой части интеграл представляет собой сумму интегралов 
по связным компонентам границы Г, на которых указано та- 
кое направление обтода, при котором, с учетом выбора стороны 
поверхности, повертность 5 остается слева. 

Используя замечание 2 п. 2 8 3 гл. 4 о форме записи поверх- 
ностных интегралов второго рода и обозначения Х, У, ИД для 
углов, которые образуют нормаль к поверхности с осями ко- 
ординат, можно переписать формулу Стокса (7.11) следующим 
образом: 


1 (2% -58 сз Х+ (57 — ОТ) со 5У+ (9 - СР) соз 2 | 40 = 
ду =) 02 От дх ду 


= $Рах + Оау- Ва2. (7.12) 
Г 


1) Дж. Г. Отокс — известный английский физик и математик (1819-1903). 
2) Отметим, что замкнутая поверхность не имеет границы. 
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В следующих пунктах мы докажем ряд предложений, ко- 
торые понадобятся нам для доказательства сформулированной 
теоремы. 

2. Доказательство формулы Стокса для гладкой по- 
верхности, однозначно проецирующейся на три коорди- 
натные плоскости. Справедлива следующая теорема. 

Теорема 7.4. Пусть 5 — ограниченная, полная, гладкая, 
двусторонняя, односвязная поверхность с кусочно-гладкой гра- 
ницей Г. Будем считать, что 5 однозначно проецируется на 
каэюдую из координатных плоскостей системы Отух. Пусть в 
некоторой окрестности 5 заданы функици Р, О ци В, непрерыв- 
ные в этой окрестности и имеющие в ней непрерывные част- 
ные производные первого порядка. Тогда справедлива формула 
Стокса (7.11). 

Доказательство. Для доказательства обратимся к фор- 
ме (7.12) записи формулы Стокса. При этом будем считать, что 
единичные векторы нормали образуют острые углы с осями ко- 
ординат. 

Очевидно, теорема будет доказана, если будут доказаны ра- 


венства 
|1 (7-сову — я 05 2) 40 = фра» 
У 


Г 


ь) Г 

(2 оовх — я созУ ) ао = $ па 
ду дх 

ь) Г 


Поскольку соотношения (7.13) доказываются однотипно, ос- 
тановимся на доказательстве первого из них. 
Обозначим через [ интеграл в левой части первого из ра- 


венств (7.13): 
=] ее 08 У — 27 052) с. (7.14) 
У 


По условию поверхность о является гладкой и однозначно 
проецируется на плоскость Оту. Поэтому © представляет собой 
график дифференцируемой функции д = 2(х, у). В этом слу- 
чае с учетом ориентации единичных нормалей к © созУ и со 
могут быть найдены по формулам 


- 1 
со5 У = —ч 608 д = 7.15 
++’ МТ р? +9’ КРТ 
02 —_ 02 


где р = —. д = —. 
дер эт? 9 9 
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С помощью формул (7.15) соотношение (7.14) может быть 
переписано следующим образом: 


ТЕ УГ + 5) соз ас. (7.16) 
ду 02 
№) 


Так как на поверхности 5 значения функции Р(х, у, 2) рав- 


ны Р(х, у, (т, у)), то, используя правило дифференцирования 
сложной функции, получим 


д ОР ОР 
—[Р(х, у, 2(х, у))] = 9 + 9—. 
9 02 


ду 


Поэтому соотношение (7.16) примет вид 


| эн”, У, 2 (т, У))] с08 49. (7.17) 


Пусть 2) — проекция на плоскость Оту поверхности 5, а 2 — 
проекция на эту плоскость границы Г этой поверхности. Очевид- 
но, поверхностный интеграл в правой части (7.17) равен двойно- 


му интегралу ]] А [Р(р, у, 2(х, у))| ах 4у (см. замечание 2 п. 2 
У 


$ Згл. 5), и поэтому 


= [Г 2урбь, зь 2о, дуаеву (718) 
У 
р 


Применяя к интегралу в правой части (7.18) формулу Грина, 
получим 


Ш ‚Ре, у, 2(т, у) ахау = - Ре у, 2(х, у)) 4х. (7.19) 
р т 


Пусть точка М (х, у, 2) кривой Г проецируется в точку М№(х, у) 
кривой Г[.. Тогда, очевидно, значение функции Р(т,у, 2) в точке М 


кривой Г совпадает со значением функции Р(х, у, 2(5, у)) в точ- 
ке № кривой [. Поэтому справедливо равенство 


$Р(х, чу, 2(т, у)) ах = $ Р(х, у, 2) 4х. (7.20) 
т, Г 


Очевидно, из соотношений (7.14), (7.18)—(7.20) вытекает пер- 
вое из равенств (7.13). Доказательство второго и третьего из 
этих равенств проводится аналогично, только при этом нужно 
рассматривать проекции 5 на плоскости Оух и Отд соответ- 
ственно. Теорема доказана. 
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3. Инвариантная запись формулы Стокса. Пусть функ- 
ции Р(х, у, 2), О(х, у, 2) и В(т, уч, 2) непрерывны и имеют не- 
прерывные частные производные первого порядка в некоторой 
окрестности 4) поверхности 5. Определим в &) векторное по- 
ле р, координаты которого в данной декартовой прямоуголь- 
ной системе координат равны Р, ©, К. Очевидно, при условиях, 
наложенных на функции Р, (©, В, поле р будет непрерывным 
и длифференцируемым в “}. Найдем ротор этого поля. Исполь- 
зуя выражение для гоёр в ортонормированном базисе $, 71, К, 


получим 

гор = ([2"- + (ЕЕ) + ([-е) (7.21) 
ду 02 02 От От ду 

Выберем на поверхности 5 определенную сторону, т. е. укажем 

на © непрерывное поле единичных нормалей п. Обращаясь к 

выражению (7.21) для гоёр и используя стандартное обозначе- 

ние соз Х, соз У, соз для координат единичного вектора норма- 

ли п к поверхности 5, получим 


— [ОВ _ 29) со х (27 - от у 
ито р (5, 5. 08 ^ + гл г 08 У + 


900 _ ОР 
+ (5 о) соз 0. (7.22) 


Из соотношения (7.22) следует, что интеграл, стоящий в ле- 
вой части формулы Стокса (7.12), может быть записан в виде 


[Г п гоёр ао. (7.23) 
ю) 


Итак, находящийся в левой части формулы (7.12) интеграл 
после выбора определенной стороны поверхности можно рас- 
сматривать как поверхностный интеграл первого рода (7.23) от 
функции п гор, заданной на поверхности 5. Так как скалярное 
произведение 1 го р и элемент площади 40 поверхности 5 не за- 
висят от выбора декартовой прямоугольной системы координат 
в пространстве, то при переходе к новому ортонормированному 
базису $, 1, К’ левая часть формулы (7.12) не изменит своего 
значения и формы, т. е. эта левая часть инвариантина относи- 
тельно выбора декартовой прямоугольной системы координат в 
пространстве. 
Обратимся теперь к интегралу 


$ Рах- Оау+ Ва», (7.24) 
Г 


находящемуся в правой части формулы Стокса. 

Убедимся, что этот интеграл также имеет инвариантный 
характер — его значение и форма не меняются при переходе к 
новой декартовой системе координал. 
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Пусть & —единичный вектор касательной в точках границы 
Г поверхности 65, направление которого согласовано с направ- 
лением обхода на Г; соз а, соз 0, соз”/ — координаты вектора &. 
Выберем за параметр на Г длину дуги [, причем на каждой связ- 
ной компоненте границы возрастание параметра, согласовано с 
направлением обхода на этой компоненте. При условиях, нало- 
женных на Г, функция &([) будет кусочно-непрерывной. Так как 
поле р непрерывно на Г, то его координаты представляют собой 
на Г непрерывные функции от [. Заметим, что после выбора 
направления обхода и параметра на кривой Г криволинейный 
интеграл второго рода (7.24) преобразуется в криволинейный 
интеграл первого рода. При этом Р, ди В вычисляются в точ- 
ках Г, а 4х = соз а 1, ау = соз В а, 4х = соз 7 4. Таким образом, 


$Рах + Одау+ Ва? =$(Р соза + О соз В + Всоз у) 41 = $рё 4. 
Г Г Г 
(7.25) 


Соотношения (7.25) показывают, что интеграл (7.24) действи- 
тельно имеет инвариантный характер: скалярное произведение 
рЕ— инвариант, параметризация с помощью длины дуги не свя- 
зана, с системой координат. 

В новой декартовой системе координат Ох’у'2' имеем 


рёа! = (Р' соза + О’ соз В'+ В' сов") 4 = Р'ах+ О'ау- В ах. 


Поэтому 


Раг + Одау+ Ва2 = Р' ах’ + О'ау + Вах. 


Отметим, что интеграл 


ф ра! 
Г 


обычно называется циркуляцией векторного поля р по кривой Г. 
Проведенные рассуждения позволяют придать формуле Сток- 
са (7.11) (или (7.12)) следующую инвариантную форму: 


[Г пгофрасв = $ рЕ 4. (7.26) 
ю) Г 


4. Доказательство теоремы 7.3. Докажем следующее 
вспомогательное утверждение. 
Лемма. Пусть 5 — ограниченная, полная, двусторонняя, 


гладкая поверхность с кусочно-гладкой границей Г '). Сущест- 
вует такое д > 0, что любая связная часть поверхности 5, 


размеры которой меньше 9 2), однозначно проецируется на 


1) Отметим, что замкнутая поверхность не имеет границы. 
2) Такая часть поверхности может быть расположена в сфере радиуса д. 


Т В.А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 
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каэюдую из координатных плоскостей некоторой декартовой 
системы координат. 

Доказательство. Убедимся сначала, что некоторая 
окрестность каждой точки М такой поверхности однозначно про- 
ецируется на каждую из координатных плоскостей некоторой 
декартовой системы координат. 

Пусть ®м — вектор единичной нормали поверхности в точ- 
ке М. Выберем декартову систему координат Охту2 так, чтобы 
вектор ®м составлял острые углы с осями От, Оуи О2. Тогда, 
очевидно, в этой системе координат определители 


Ри Фи 
20 Фо 


Уи Ри 


ую 25|’ 


© Ун 
? Фу Уо 


отличны от нуля для значений и и %, определяющих точку М, 
и в силу гладкости © отличны от нуля в некоторой окрестности 
точки (и, 9) (эти определители пропорциональны координатам 
единичного вектора нормали к поверхности). Обращаясь к до- 
казательству теоремы 5.1 и к замечанию к этой теореме (см. п. 2 
$ 1 гл. 5), мы убедимся, что некоторая окрестность точки одно- 
значно проецируется на каждую из координатных плоскостей 
выбранной системы координат Отух. 

Допустим, что утверждение леммы неверно. Тогда для каж- 
дого д = 1/п, п =1,2,..., можно указать часть 5 поверхности 
ю, размеры которой меньше д и которая не проецируется одно- 
значно на три координатные плоскости любой декартовой систе- 
мы координат. Выберем в каждой части 5 точку Мп, затем из 
последовательности {1 М» } выберем подпоследовательность, схо- 
дяшуюся к некоторой точке М поверхности 5. Рассмотрим ту 
окрестность точки М, которая однозначно проецируется на каж- 
дую из координатных плоскостей некоторой декартовой системы 
координат (0512. Эта окрестность содержит одну из частей ©, 
которая также будет однозначно проецироваться на три коор- 
динатные плоскости системы Отух. А это противоречит выбору 
частей 5„. Таким образом, предположение о несправедливости 
утверждения леммы ведет к противоречию. Лемма доказана. 

Перейдем теперь к доказательству теоремы 7.3. Разобъем 5 
кусочно-гладкими кривыми на, конечное число гладких частей 5;, 
размер каждой из которых меньшие д, указанного в только что 
доказанной лемме. При этом к числу кривых, разбивающих р, 
присоединим и ребра поверхности. Так как часть ©; проециру- 
ется однозначно на три координатные плоскости некоторой де- 
картовой системы координат, то в силу инвариантности фор- 
мулы Стокса (см. п. 3 этого параграфа) и выводов п. 2 этого 
параграфа формула Стокса верна для части 5;. Просуммиру- 
ем теперь левые и правые части формул Стокса для частей 5;. 
Очевидно, сумма левых частей этих формул представляет собой 
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двойной интеграл | | птгоё рас, а в правой части будет стоять 
ь) 

сумма интегралов $ рЁ по границам Г; частей 5;. Ясно, что 
Г; 

интегралы по общим участкам границы частей $5; сократятся, 

ибо эти участки обходятся в противопо- 

ложных направлениях (для пояснения 


можно обратиться к рис. 7.6). Поэтому 5 


указанная выше сумма криволинейных 
интегралов равна криволинейному ИН- 


тегралу по границе Г поверхности 5. Из 
наших рассуждений вытекает справед- 7” 
ливость формулы = 

[Г гофрав = $ рЕЩ, Рис. 7.6 

ю) Г 


которая и является формулой Стокса. Теорема 7.3 доказана. 
$ 3. Формула Остроградского 


1. Формулировка основной теоремы. Пусть У — конеч- 
ная, вообще говоря, многосвязная область в пространстве Отуз 


с кусочно-гладкой границей 5 Г). Область У с присоединенной 


границей будем обозначать через У. Справедлива следующая 
основная теорема. 

Теорема 7.5. Пусть функции Г(т, у, 2), Чт, у, 2) и 
В(т, у, 2) непрерывны в У и имеют непрерывные частные про- 
изводные первого порядка в У. Если существуют, несобствен- 
ные интегралы по области У от каждой из частных произвоод- 
ных функций Р, О и В, то справедливо соотношение 


др, 00  0в и 
(Е + 2 ата 
] 


= Г Рауа2 + Оаз ах + Ватау, (7.27) 
ь) 


называемое формулой Остроградского. При этом 
стоящий в правой части интеграл представляет собой сумму 
интегралов по связным компонентам границы 5, на которых 
выбрана внешняя по отношению к У сторона. 


1) Граница 5 называется кусочно-гладкой, если она составлена, из конеч- 
ного числа гладких поверхностей, примыкающих друг к другу по гладким 
кривым — ребрам поверхности. Если граница 5 состоит из конечного чис- 
ла замкнутых кусочно-гладких поверхностей 5;, то 5; называют связными 
компонентами 5, а связную область У — многосвязной. 


7* 
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Мы ограничимся доказательством формулы Остроградского 
лишь для специального класса областей. 

Отметим, что теорема, 7.5 может быть доказана путем обоб- 
щения метода, который был использован в $81 этой главы при 
доказательстве формулы Грина. 

2. Доказательство формулы Остроградского для спе- 
циального класса областей. Односвязную конечную область 
У скусочно-гладкой границей 5 будем называть областью ти- 
па К, если каждая прямая, параллельная любой координатной 
оси, пересекает границу 5 области У не более чем в двух точках. 

Для области типа К будут использо- 
ваны специальные системы исчерпываю- 


щих областей {У „!. Опишем построение 
такого типа систем. 

Пусть область О на плоскости Охту 
представляет собой проекцию на эту 
плоскость области У. Через граничные 
точки области О проведем прямые, па- 
раллельные оси (5. Каждая из этих пря- 
мых пересекается с границей © области 
У лишь в одной точке. Множество этих 
точек разделяет 5 на две части 5’ и 5" 
Рис. 7.7 (рис. 7.7), которые представляют собой 


графики непрерывных в 1) и кусочно-дифференцируемых в 2) 
функций 21(7, у) и 22(х, у). Отметим, что 21(х, у) < 22(5, у) 
(равенство имеет место лишь в точках границы области 0). 
Рассмотрим произвольную последовательность областей {Оп}, 
монотонно исчерпывающих область О. Пусть 5, и 5” — графи- 


ки функций 21(5, у) РЕ и 22(1, У) — Еп, заданных на ПО (число 
=„ выбирается столь малым, чтобы поверхности 5) и 5 не пе- 
ресекались). 


Границей области У „ является поверхность, составленная из 
поверхностей 5” и 5/ и части цилиндрической поверхности, с 
образующими, параллельными оси О2. При этом направляю- 


щей цилиндрической поверхности служит граница области Дю. 
Область У +1 строится аналогичным образом, только вместо 
области О„ берется область Ри И Ел+1 выбирается меньше п. 
Очевидно, что при п —$ 0 система {У„\} монотонно исчерпывает 
область У. 

Докажем следующее утверждение. 

Теорема 7.6. Пусть в области У типа К функции 
Р(т, у, 2), О(т, чу, 2) и В(х, у, 2) удовлетворяют условиям 


теоремы 7.5. Тогда для этой области и для функций Р, О ц 
В справедлива формула Остроградского. 
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Доказательство. Очевидно, достаточно убедиться в 
справедливости равенств 


]] до Чеуа: = | | чу 
[ель = [Гольлн [28] 
|] общие < [ноги 


ю) 
Так как эти равенства доказываются однотипно, мы прове- 
дем доказательство для третьего из них. 
Рассмотрим тройной етрал 


р [1 ОИ пор ауаг. (7.29) 


=; .. ОВ 
Для области Ур и для подынтегральной функции 5. В инте- 
& 


грале (7.29) выполняются все условия, при которых действует 
формула повторного интегрирования. По этой формуле имеем 


22(т, У)—= 


]] ое ауа: = || 4х ау ] ОВ |, — 
0: 
а 21(т,У)-РЕп 
— ЛВ 1, У, 22(т, У)—=п) ат ау — [Т В(х, у, 21 (5, и)Н=т) Ат ау. 
О» р, 


(7.30) 


Левая часть соотношения (7.30) при п —} со имеет предел, рав- 


ный ] ] р 4х Ау ах. В силу равномерной непрерывности функ- 
& 


ции В(х, у, 2) в замкнутой области У каждое из слагаемых в 

правой части (7.30) имеет при п — сю предел, равный для перво- 

го слагаемого || В(х, у, 22(х, у)) 4х 4у и для второго слагаемого 
р 


—|[ТВ(х, у, 21(х, у)) ах ау. Первый из только что указанных ин- 
р 


тегралов представляет собой при выборе внешней стороны по- 
верхности 5 интеграл || В(х, у, 2) ах ау, а второй (с учетом сто- 
©! 
ящего перед ним знака «минус») интеграл || В(х, у, 2) ах ау. 
©’ 
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Итак, правая часть соотношений (7.30) имеет при п -$ со пре- 
дел, равный || В(х, у, 2) ах ау. Следовательно, третья из фор- 
ь) 


мул (7.28) доказана. 

Доказательство первой и второй из формул (7.28) проводит- 
ся аналогично (нужно рассмотреть проекции У на плоскости 
Оу2 и Отд соответственно и повторить проведенные рассужде- 
ния). Теорема доказана. 

3. Инвариантная запись формулы Остроградского. 
Пусть функции Р, ди В удовлетворяют условиям теоремы 7.5 
в конечной связной области У с кусочно-гладкой границей рю. 
Определим в У векторное поле р, координаты которого в дан- 
ной декартовой системе координат Отул равны Р, О, В. Оче- 
видно, при условиях, наложенных на эти функции, поле р будет 


непрерывным в У и дифференцируемым в У. 
Найдем дивергенцию поля р. Используя выражение для ди- 
вергенции поля р в ортонормированном пазисе 1, 1, К, получим 


ур = о 
7Р= о +5, ду 5, 


Замечание. Перейдем к Новой декартовой системе ко- 
/ 
ординат в пространстве. Пусть # 7 ‚Е — ортонормированный 


базис, связанный с этой системой, аР „9 В координаты по- 
ля р в этом базисе. Очевидно, функции Р’, О’, В' непрерывны 


в У и дифференцируемы в У (эти функции представляют собой 
линейные комбинации функций Р, О, ВЮ). 

Так как в новой системе координат 
ОР’ 00’ 
От’ Оу’ д!’ 
то в силу инвариантности дивергенции справедливо равенство 

09 ‚в _0Р 00’, дв 
о ду 02 От’ Оу д.2! ` 
Таким образом, если Р, О, В рассматривать как как координа- 
ое +9 — не меняет 

ду 5. 
ни значения, ни формы при переходе к новой декартовой прямо- 
угольной системе координал, т. е. представляет собой инвариант. 

Мы можем поэтому сделать следующий важный вывод: ин- 
теграл, находящийся в левой части формулы Остроградского 
(7.27), имеет инвариантный характер — его значение и форма 
не меняются при переходе к новой декартовой системе коорди- 
нат. Действительно, при таком преобразовании координат абсо- 
лютное знамение якобиана преобразования равно единице. Со- 
гласно же замечанию подынтегральное выражение не меняет ни 
значения, ни формы при таком преобразовании координат. 


ур = 


ты векторного поля р, то выражение — + 
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Обратимся теперь к интегралу 


[Г Рауа2 + дада: + Вах ау, (7.31) 
ю) 


находящемуся в правой части формулы Остроградского (7.27). 
Убедимся, что этот интеграл также имеет инвариантный 
характер — его значение и форма подынтегрального выражения 
не меняются при перетоде к новой декартовой системе коор- 
динат. 

Используя замечание 2 п. 2 8 3 гл. 5 о форме записи поверх- 
ностного интеграла второго рода и обозначения Х, У, И для 
углов, которые образует нормаль 7 к поверхности с осями коор- 
динат, можно переписать интеграл (7.31) следующим образом: 


ГР сов Х + О созУ + Всоз 2) ао. (7.32) 
ь 


Подынтегральное выражение в интеграле (7.32) представляет 
собой скалярное произведение пр, и поэтому интеграл (7.32) 


(или, что то же, интеграл (7.31)) может быть записан в сле- 
дующем инвариантином виде: 


Л пр ао. 


Отметим, что этот последний интеграл обычно называется по- 
током векторного поля р через поверхность 5. 

Обращаясь к инвариантной форме записи интеграла (7.31), 
мы видим, что в новой системе декартовых координат этот ин- 
теграл имеет вид 


ГГ Р'ау' а2' + О'а=' ах' + В ах' ау’. 
ь) 


Проведенные в этом пункте рассуждения позволяют запи- 
сать формулу Остроградского (7.27) в следующем инвариант- 


ном виде: 
ГТГ ах раь = |] праб. (7.33) 
У ю) 


В этой форме через 4 обозначен элемент объема области У. 
Из теоремы 7.6 и выводов этого пункта мы можем извлечь 
важное следствие. 
Следствие. Пусть функции Р(т,у,2), О(т, у, 2) и 


В(т, у, 2) удовлетворяют, условиям. теоремы 7.5 в конечной об- 
ласти У с кусочно-гладкой границей 5. Если область У может 
бъть разбита на конечное число областей Ух с кусочно-глад- 
кими гранииами 5; и при этом каждая из Ук представляет 
собой область типа К по отношению к некоторой декартовой 
системе коофдинат, то для области У и функции Р, О и В 
справедлива формула Остроградского. 
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Справедливость следствия вытекает из следующих рассуж- 
дений. Ясно, что формула Остроградского справедлива для 
каждой из областей Ух. Это следует из инвариантного харак- 
тера формулы и из теоремы 7.6 (в некоторой системе координат 
У; будет областью типа й ). Далее очевидно, что сумма интег- 


ралов ] ] ] (2 - 99 | С 4 Ау 42 из левых частей формул 
От и" 02 


О 0 для областей Ук представляет собой интеграл 


]) ] (5 о + г) ах ау а2. Сумма же поверхностных ин- 


 огралов | р Рачуах: + Оазах + Вахау в правых частях фор- 
Эк 
мул Остроградского по границам оу областей Ух даст интеграл 
[Г Рауа2 + дазах + Вах ау, ибо интегралы по общим участ- 
ь) 


кам границы областей Ух сократятся —эти участки в соседних 
областях У; ориентированы противоположным образом. 


$ 4. Некоторые приложения формул Грина, Стокса 
и Остроградского 


1. Выражение площади плоской области через кри- 
волинейный интеграл. Пусть /) — конечная плоская связная 
область с кусочно-гладкой границей [.. Справедливо следующее 
утверждение. 

Площадь со области О) может быть вычислена по формуле 


д = у феи — уаз (7.34) 
1, 


в которой криволинейный интеграл представляет собой сум- 
му интегралов по связным компонентам границы [, причем на 
каждой из этих компонент указано такое направление обтода, 
при котором область О остается слева. 

Для доказательства утверждения рассмотрим в О функции 


Р(т, у) — 9, С) (т, у) — 


Очевидно, эти функции удовлетворяют в О всем условиям, 
при которых справедлива формула Грина (7.1). По этой форму- 
ле имеем 


Ак ‘де. и и ах ау = $ СУ ах + (т) ау. 


Г. 
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Двойной интеграл в последней формуле равен 20, а криволи- 
нейный интеграл равен $ 5 4у — у4х. Таким образом, формула 
Г, 


(7.34) доказана. 

2. Выражение объема через поверхностный интеграл. 
Пусть У — конечная связная область в пространстве с кусочно- 
гладкой границей ©. 

Справедливо следующее утверждение. 

Оббем о области У может быть вычислен по формуле 


ру [[ гауа + уд2аг + ао 4у, (7.35) 


5 


в которой поверхностный интеграл представляет собой сум- 
му интегралов по связным компонентам границы 5, причем на 
каэюдой из этих компонент выбрана внешняя по отношению 
к У сторона. 

Для доказательства утверждения рассмотрим в У функции 


Р(т, у, 2) =т, Чт, у, 2) =у, Вт, у 2) =2. 
Очевидно, эти функции удовлетворяют условиям, при кото- 
рых справедлива формула Остроградского. По этой формуле 
имеем 


(2 + + 72) ) ав ау» = | [=ауаз + удгаг + тату 
дх ду 02 
у 5 


Тройной интеграл в последней формуле равен Зо. Поэтому из 
последней формулы вытекает соотношение (7.35). Утверждение 
доказано. 

3. Условия, при которых дифференциальная форма 
Р(х, ч) аа + О(х, уч) 4у представляет собой полный диф- 
ференциал. В этом пункте мы укажем ряд условий, при выпол- 
нении которых дифференциальная форма Р(х, у) 4х + О (т, у) ау, 
заданная в связной области 0) представляет собой полный диф- 
ференциал некоторой функции и(хт, у). 

Докажем следующую теорему. 

Теорема 7.7. Пусть функции Р(х, у) ц О(т, у) непрерыв- 
ны в области 0. Тогда следующие три условия эквивалентны. 

1. Для любой замкнутой (возможно самопересекающейся) 
кусочно-гладкой кривой Г, расположенной в О, 


$Рах-+ О4у= 0. 
т, 


2. Для любых двух точек А и В области О) значение интег- 


рала 
| Раз- ау 
АВ 
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не зависит от кусочно-гладкой кривой АВ, соединяющей точки 
А и В ц расположенной в О. 

3. Дифференциальная форма Р(х, у) ах-+О(х, у) 4у представ- 
ляет собой полный дифференциал. Иными словами, в О задана 
такая функция и((М) = и(т, у), что 


фи = Рах + Фау. (7.36) 


В этом случае для любых точек А и В из области О и для 
произвольной кусочно-гладкой кривой АВ, соединяющей эти 
точки и расположенной в О, 


[ Рах - Одау=и(В) — ц(А). (7.37) 
АВ 
Таким образом, выполнение каждого из условий 1, 2, 3 необто- 


димо и достаточно для выполнения каждого из двух остальных. 
Доказательство. Проведем доказательство по схеме: 


1 


2 


т.е. докажем, что из первого условия следует второе, из второ- 

го — третье, из третьего — первое. Очевидно, что при этом будет 
доказана эквивалентность условий 1, 2, 3. 

В Первый шаг: 1 -$ 2. Пусть Аи В- 

С’ произвольные фиксированные точки области 


—_ 


И 
С р, АСВ и АС'В-— любые две кусочно-глад- 
кие кривые, соединяющие указанные точки и 
А расположенные в Ш) (рис. 7.8). Объединение 
РИС 78 этих кривых представляет собой кусочно-глад- 
кую (возможно самопересекающуюся) замкну- 
—_ЙЙ —_—__ 

тую кривую Ё = АСВ + ВС’А, расположенную в ШО. Так как 

условие 1 предполагается выполненным, то 


$Рах-+ О4у= 0. 
т, 


Ц —_—_ 
Из этого равенства, учитывая, что Ё[ = АСВ + ВС'А и что при 
изменении направления обхода криволинейный интеграл меняет 
знак, получим соотношение 


| Раз-+Оау= | Ра+о4у. 
АСВ АС'В 
Следовательно, условие 2 выполняется. 
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Второй шаг: 2 -} 3. Пусть № — фиксированная точка, 


ах 
а М(х, у) — произвольная точка области О), Мо М — любая ку- 
сочно-гладкая кривая, соединяющая точки М0 и М и располо- 
женная в /). 

В силу условия 2 выражение 


(М) = | Раз-+Оау (7.38) 


Мом 
—_Й 

не зависит от кривой ЛМ, М и поэтому представляет собой функ- 
цию, заданную в 0). Докажем, что в каждой точке М облас- 
ти 0) существуют частные производные 
ди _ ди 
— и — , причем 
ддт ду 


о = Р(в, у), 5“ = @(е, У). (1.39) 
х ду 
Так как Р(х, у) и О (5х, у) непрерывны в 
0, то из последних соотношений следу- 
ет дифференцируемость функции и и 
равенство (7.36). Тем самым будет до- 
казан второй шаг 2 -$ 3. Рис. 7.9 
Доказательство существования частных производных функ- 
ции и(т, у) и равенств (7.39) проводится одновременно. Дока- 


ди 
жем, например, существование — и первое из равенств (7.39). 


Фиксируем точку М (5, у). Придадим аргументу 5 настолько ма- 
лое приращение Ах, чтобы отрезок ММ, соединяющий точки 
М (х, у) и №(х + Ат, у), располагался в О ") (рис. 7.9). Имеем 


Ди = и(х + Дт, у) — и(т, у) = 
= | Раг+Оау- | Раг+Оау= | Раг+ О ау. 


— —— ММ 
Мом М Мом 


На отрезке ММ величина у имеет постоянное значение, и поэто- 
му | Оду=0. Следовательно, 
ММ 
х+Ат 
Ди = | Рах= | Руа. 
мм х 
Применяя к последнему интегралу теорему о среднем, получим 


Ди =Р(х-+9.х, уАт, 0<9<1, 


1) Так как О — область, т. е. множество, состоящее лишь из внутренних 
точек, то такой выбор Ат возможен. 
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откуда 


Аи — Р(т-- 0Ду, 9), 0<9< 1. 
Дх 


В силу непрерывности Р(х, у), правая часть последнего ра- 
венства имеет предел при Дт -} 0, равный значению этой функ- 
ции в точке М (5, у). Следовательно, и левая часть имеет тот же 


., ., „ ди 
предел, равный по определению частной производной „_. Таким 
т 


образом, существование частной производной и справедливость 
первого равенства (7.39) доказана. Существование частной про- 


‚ ди 
изводной „- и справедливость второго равенства (7.39) доказы- 


У 
вается аналогично. 
Докажем теперь соотношение (7.37). Пусть Аи В— любые 


— 


точки из 0), АВ — произвольная кусочно-гладкая кривая, со- 
единяющая эти точки и расположенная в О. Эта кривая опре- 
деляется параметрическими уравнениями х = 5(®, у = У(®, 
а З<Т © 6. Используя правило вычисления криволинейных инте- 
гралов, получим 


ь 
Л Раз + Оау= |{Р(%(%, уф) (® + 9(%(%, Уфу (Е = 
АВ у 


Ь 
= Г ша = и (6), 46) — ш(е(а), за) = и(В) — и(А). 


Таким образом, формула (7.37) доказана. 
Третий шаг: 3 -} 1. Это утверждение следует из фор- 
мулы (7.37). В самом деле, для замкнутой кривой Г, начальная 


точка совпадает с конечной, и поэтому по формуле (7.37) имеем 


$Р4ах + Оду = и(А) — и(А) =0. 
т, 


Теорема доказана. 

Замечание. Мы отмечали, что условия 1, 2, 3 теоре- 
мы 7.7 равносильны, и поэтому, в частности, условие 3 предста» 
вляет собой необходимое и достаточное условие, при котором 
криволинейный интеграл |Р ах + Оду не зависит от выбора 


Г, 
кривой Г,, соединяющей любые данные точки А и В области 2. 


Для односвязных областей ') мы укажем удобное для при- 
ложений необходимое и достаточное условие того, чтобы диффе- 


1) Напомним, что область О называется односвязной, если любая кусоч- 
но-гладкая, несамопересекающаяся замкнутая кривая, расположенная в Г), 
ограничивает область, все точки которой принадлежат Ш. 
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ренциальная форма Р ах - © ау была полным дифференциалом 
некоторой функции. 
Естественно, это условие будет необходимым и достаточным 
для независимости интеграла, | Рах- О ду от выбора кривой Г, 
Г, 
соединяющей любые данные точки А и В области ШО. 


Теорема 7.8. Пусть функции Р(х, у) чО(т, у) и их част- 
ные производные непрерывны в односвязной области ШО. 
Тогда каждое из трех условий 1, 2, 3 теоремы 7.7 эквивалент- 
но следующему (четвертому) условию 

4. ОР — 99 в р. 
ду дх 
Доказательство. Применим схему: 


Г 
./ 


Мы уже доказали утверждения 1 —} 2 -} 3. Докажем, что 3 4 
и4-—1. 
Первый шаг 3—4. Пусть в области 0 существует функ- 


ция и(т, у) такая, что ди = Р ах- О ау. Тогда = =Р, = © 
р 2 (0%) — 2 (64) — 20 
ду ду \дх дх \ду дж. 


Таким образом, условие 4 выполнено. Отметим, что для до- 
казательства шага 3 -} 4 не требуется условия односвязности 
области Д. 

Второй шаг: 4 —} 1. Пусть выполнено условие 4. Тогда в 
каждой точке области Г) справедливо равенство 


99 9Р —( (7.40) 
дх ду 
Если [Г — расположенная в 1) замкнутая кусочно-гладкая 
кривая без самопересечений, ограничивающая область 0» (об- 
ласть 0) односвязна, и поэтому каждая точка области 0)” при- 
надлежит 0), то, применяя формулу Грина к области 0)* и ис- 
пользуя (7.40), получим 


фречоми= | (5: о") ав 4у = 0. 


В случае, когда Г, имеет конечное число точек самопересе- 
чения и является ломаной с конечным числом звеньев, то для 
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каждой петли Г, кривой Г, справедливо равенство $ Рах- О ау = 


Г, 
= 0, и поэтому для Г справедливо равенство 


$Рах-+ О4у= 0. 
т, 


Пусть Г — произвольная замкнутая кусочно-гладкая кривая. 
Выберем для [, число Л > 0 так, как это указано в лемме 1. Ра- 
зобьем Г, на части [Гь длины меньше Л 

(к точкам разбиения относятся и угло- 


вые точки кривой Г, см. рис. 7.10). Со- 


№, гласно упомянутой лемме касательные 

т в концах Л4ь и № каждой части к 

м #- составляют угол, меньший п/8. Тогда, 
К 


очевидно, для достаточно малого А кри- 

волинейный треугольник Ми № Сь (этот 

треугольник заштрихован на рис. 7.10), 

Рис. 710 в котором МиСь составляет угол мень- 

птий д /8 с касательной в Мь, а № Су — 

нормаль к /, в точке №, целиком расположен в Г) и представляет 

собой замкнутую кусочно-гладкую кривую без самопересечений. 
Поэтому 


$ Раг+О4ау=о0. 
Мь МЕСЬь 
——_—_ 
Отсюда, следует, что криволинейный интеграл по дуге Му № 
равен криволинейному интегралу по ломаной МиСьМ№: 


| Раз+О94у= | Ра+о4. 
—— Мь № Сь 
ММ 


Проводя аналогичные рассуждения для любой части Бр, мы 
получим в результате расположенную в ПО замкнутую лома- 


ную [/, для которой 


$Ра4ах + Оау = $ Раг + О4ау. (7.41) 
т 1, 


Выше мы отмечали, что дли замкнутой, расположенной 
в Р ломаной Г, интеграл $ Рах + Оду = 0. Отсюда и из (7.41) 
Г, 


$Рах + Од = 0. 
т, 


получаем 


Теорема доказана. 
4. Потенциальные и соленоидальные векторные по- 
ля. Нами были ранее (см. п. 331, п. 3$ 2 ип. 383) введены 
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понятия циркуляции и потока векторного поля. Напомним эти 
понятия. 

Пусть в некоторой области 0) задано непрерывное векторное 
поле р(М) = р(х, у, 2). 

Определение 1. Циркуляцией векторного поля р по замк- 
нутой кусочно-гладкой кривой Ё[, расположенной в области ШО, 
называется интеграл 


ф РЕФ, 
т, 


в котором $ — единичный вектор касательной к Г, а @-— дид- 
ференичал длины дуги кривой Ц[. 

Определение 2. Потоком векторного поля р через ориен- 
тированную кусочно-гладкую поверхность 5, расположенную в 
области 0, называется интеграл 


ГГ рп ас, 
5 


в котором п — единичный вектор нормали к поверхности 5, 
указывающий ее ориентацию, а 40 — элемент площади поверт- 
ности ю. 

Введем понятия потенциального и соленоидального вектор- 
ного поля. 

Определение 9. Векторное поле р называется потен- 
циальным в области О, если циркуляция этого поля по лю- 
бой замкнутой кусочно-гладкой кривой, расположенной в обла- 
сти 0, равна нулю. 

Определение 4. Векторное поле р называется солено- 
идальним в области 0, если поток этого поля через лю- 
бую кусочно-гладкую несамопересекающуюся поверхность, рас- 
положенную в В и представляющую собой границу некоторой 
ограниченной подобласти области 0), равен нулю. 

Для непрерывно дифференцируемых векторных полей и спе- 
циального класса областей мы докажем теорему, содержащую 
необходимые и достаточные условия потенциальности поля. 

Предварительно мы введем понятие трехмерной поверхност- 
но-односвязной областы. 

Трехмерная область 2) называется поверхностно-односвяз- 
ной, если для любой кусочно-гладкой замкнутой кривой [,, рас- 
положенной в О, можно указать такую ориентируемую кусочно- 
гладкую поверхность ©, расположенную в О, границей которой 
является Ё. Отметим, что для упомянутой поверхности ю спра- 
ведлива формула Стокса. 

Имеет место следующая теорема. 

Теорема 7.9. Пусть в поверхностно-односвязной области 
0) задано непрерывно дифферениируемое векторное поле р = 
= {Р, О, В}. Тогда эквиваленитины следующие три условия: 
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1. Векторное поле р = р(М) является потенциальным. 


2. В области О) существует потенциальная функция и(М), 
т. е. такая функция, что р = ета и, или, что то же, 


аи = Рах + Чау- Ва;. 


В этом случае для любых точек А и В из области О и для 
произвольной кусочно-гладкой кривой АВ, соединяющей эти 
точки и расположенной в О, 


| РЕ = ч(В) — и(А) 
АВ 
(здесь & — единичный вектор касательной к кривой АВ, а @— 
дифференциал дуги). 
3. Векторное поле р = р(М) является безвихревым, т. е. 
гор =0в). 
Очевидно, условие 3 эквивалентно соотношениям 
дР _0;9 049 _0В ОВ _0Р 


ду дх’ 02 ду’ дх д.) 

Таким образом, каждое из условий 2 и 3 представляет собой 
необходимое и достаточное условие потенциальности диффе- 
ренцируемого векторного поля р. 

Доказательство. Применим схему: 


1 


7 
Утверждения 1 —} 2 и 2 -} 3 справедливы без предположения 
поверхностной односвязности области О и доказываются в пол- 
ной аналогии с соответствующими утверждениями теорем 7.7 
и 7.8. 

Докажем утверждение 3 - 1. 

Пусть Ё— замкнутая кусочно-гладкая кривая, расположен- 
ная в ). По предположению, 1) — поверхностно-односвязная об- 
ласть. Поэтому в 2) существует такая кусочно-гладкая поверх- 
ность 5, границей которой является Г.. По формуле Стокса (7.26) 
имеем 


ф рЕа1 = || птгоёрао. 
т, р 


Отсюда и из условия гоё р = 0 получаем 


ф ра! = 0, 
Г, 


т. е. поле р является потенциальным. Теорема доказана. 
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В заключение этого пункта докажем теорему о необходимых 
и достаточных условиях соленоидальности векторного поля в 
так называемых оббемно-односвязных областях. При этом про- 
странственная область Г) называется объемно-односвязной, если 
любая замкнутая, кусочно-гладкая, несамопересекающаяся ори- 
ентируемая поверхность, расположенная в /), является границей 
области, также расположенной в Д). 

Теорема 7.10. Для того чтобы непрерывно дифференииру- 
емое векторное поле р было соленоидальным в оббемно-одно- 
связной области 0), необходимо и достаточно, чтобы во всех 
точках 0) выполнялось равенство 


ур = 0. 


Доказательство. 1) Необходимость. Пусть М — про- 
извольная точка области 0. Рассмотрим любую сферу 5 с цен- 
тром в М, целиком расположенную в 0). Применяя к шару 05 
с границей 5 формулу Остроградского (7.33), получим 


ГТГ ах рао = |] прас. (7.42) 
Ос ь) 
Так как поле р является соленоидальным, то | прас = 0, и 
ь) 
поэтому, согласно (7.42), ||] 4х рау = 0. Применяя к последне- 


025 
му интегралу теорему о среднем, мы убедимся, что в некоторой 
точке шара 1/5 Чур = 0. В силу произвольности этого шара и 
непрерывности поля р отсюда следует обращение в нуль Мур в 
точке М. Таким образом, необходимость условий теоремы дока- 
зана. 

2) Достаточность. Пусть 5 — любая замкнутая, кусочно- 
гладкая, несамопересекающаяся, ориентируемая поверхность, 
расположенная в О. Так как 1) — объемно односвязная область, 
то © является границей области Ду, также расположенной в О. 
Применяя к 05 и векторному полю р формулу Остроградско- 
го (7.33), получим соотношение (7.42), из которого и из условия 
Чу р = 0 следует соотношение 


ГГ прав = 0. 
№ 


Так как © — произвольная замкнутая, кусочно-гладкая, несамо- 
пересекающаяся, ориентируемая поверхность, расположенная 
в 0), то последнее равенство, согласно определению, означает 
соленоидальность поля рв 0). Теорема доказана. 
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ДОПОЛНЕНИЕ 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ В ЕВКЛИДОВОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ 


$ 1. Знакопеременные полилинейные формы 


1. Линейные формы. Пусть У — произвольное п-мерное векторное 
пространство, элементы которого будем обозначать символами &, 1, ... 
Предметом нашего изучения будут функции, сопоставляющие каждому эле- 
менту & Е У некоторое вещественное число. 

Определение 1. Функция а(&) называется линейной формой, 
если для любых & Е\У, ПЕ\У ци любого вещественного числа А выполняются 
равенства 

1) а(6 + п) = а(6) +а(п), 

2) а( ЛЕ) = Ла(Е). 

Определение 2. Суммой двух линейных форм а ц 6 назовем линей- 
ную форму с, которая каэюдому вектору & Е У сопоставляет число 


с(6) =а(6) +58). 


Произведением линейной формы а на вещественное число А назовем 
линейную форму 6, которая каждому вектору & Е У сопоставляет число 


Ь(&) = Ла(&). 
Таким образом, множество всех линейных форм образует векторное 
пространство, которое мы обозначим символом Г(У) 1). Найдем представ- 
ление линейной формы а в каком-либо базисе {е; }_1. Пусть 


& = > бе» 


где числа &’ определяются однозначно. Если обозначить а; = а(е;), то ис- 
комое представление будет иметь вид 


а(&) = > бам. 


Докажем, что размерность Аи Ё(У) линейного пространства Г/(У) рав- 


на п. Для этого достаточно указать какой-либо базис в Г(\У), содержащий 
точно п элементов, т. е. п линейных форм. Фиксируем произвольный базис 
{ек } пространства У и рассмотрим следующие линейные формы: 


е^(&) = &^ (%=1,2,..., п), 


где {&"} — коэффициенты разложения вектора & по элементам базиса {ех }. 


Иначе говоря, линейная форма е^ действует на элементы базиса, {е;} по 
правилу 


1 при 1=А 
Е Ще р Й ; 
С (ед = ви = О при 1-АК. 


В таком случае в данном базисе {е;} линейная форма а имеет вид 
т 
а(&) = У азс (Е), — и = а(е:), 
=1 


1) Пространство Г(У) обозначают также символом У* и называют сопря- 
женным (или дуальным,) к У. 
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т. е. линейные формы е' (&), е?(&),..., е"(&) образуют базис в Г(У). Этот 
базис называют сопряженным (а также взаимным, или дуальным,) к бази- 
су {е; }. 


2. Билинейные формы. Обозначим через У х У множество всех 
упорядоченных пар (&1, &), где & Е\, &. Е У, и рассмотрим функции 
а(&., &), сопоставляющие каждому элементу из У ХУ (т.е. каждым двум 
элементам &, ЕУи&. Е У) некоторое вещественное число. 

Определение. Функция а(&1, &5) называется билинейной фор- 
мой, если при каждом фиксированном значении одного аргумента она 
является линейной формой относительно другого аргумента. 

Иначе говоря, для любых векторов &1, &5, 11, 15 и любых вещественных 
чисел А1, А>, р1, и2 выполняется равенство 


а( Ат + ша, А2&5 + и2п>) = 
= А! А2а(&1, &) + А! иза(&1, 1) + и: А2а(Пт, &5) + руи2а(й1, 1). 


Множество всех билинейных форм легко превратить в линейное про- 
странство, вводя в нем естественным образом операции сложения и умно- 
жения на вещественное число. Полученное пространство билинейных форм 
обозначим символом [2(\У). 


Найдем представление билинейной формы а(&1, &5) в каком-либо базисе 
т 


{е;}— пространства У. Пусть &, = >` &е;, К =1, 2. Положим а(е;,е;) = 
1—1 
= а:; и получим искомое представление 


а(&т, &2) ЕЕ 


$=1 71=1 
Для того чтобы определить размерность пространства Г,2(У), образуем 


с помощью линейных форм е'(&), составляющих в Г/(У) базис, сопряженный 
к базису {е; |, следующие билинейные формы: 


е (#1, &>) = е'(&.)е7 (&5). 


Тогда произвольная билинейная форма будет однозначно представимой 


в виде 
а(&т, &2) =У`Уацей (61, 52). 


$=1 71=1 
Это означает, что формы е“ (&., &) образуют базис в Г5(У) и, следо- 


вательно, размерность Г2(У) равна п”. 

3. Полилинейные формы. Пусть р — натуральное число. Обозначим 
символом У? = УхУх... х\У множество всех упорядоченных наборов 
(2, &5,...,&») из р векторов, каждый из которых принадлежит У, и рас- 
смотрим функции, сопоставляющие каждому такому набору некоторое ве- 
щественное число. 

Определение. Функция а(&1, &5,..., &,) называется полилиней- 
ной формой степени р (илир-формой,, если она является лч- 


нейной формой по каждому аргументу при фиксированных значениях ос- 
тальных. 


Вводя в множестве всех р-форм линейные операции, мы получим ли- 
нейное пространство, которое обозначим символом Ёр(У). 


Найдем представление произвольной полилинейной формы а(&., &., ... 
., &) в каком-либо базисе {е;};_1 пространства У. Обозначим 


@4112..15 = а(ен, е»,..., ©). 
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п . 
Тогда, если &, = >. &е;, К =1,2,...,р, то 
=1 


Р 


р 
а(&1, 65,..., &») = У. ... У. 2..8 62...65. 


$1 =1 р =1 


Если е^ (&) есть базис в [(У), сопряженный к {е;}, то, очевидно, р-фор- 


е'112-- бр (Е. &,,..., =) — е'1 (Е `)е”? (&.) ... © (Е) 


образуют базис в Г»(У) и, таким образом, Г»(У) имеет размерность п?. 
4. Знакопеременные полилинейные формы. 
Определение. Полилинейная форма а(&1, &5,...,&,) называется 


знакопеременной, если при перестановке любых двух аргументов 
1 
она меняет знак 1). Иначе говоря, 


а(&1, &5, ... бр... &р-..,&р) = —а(61, &5, ..- бр --- бр: р). 


Очевидно, множество всех полилинейных знакопеременных форм сте- 
пени р образует подпространство линейного пространства Г»(У), которое 


мы обозначим символом Ар(У) ?). Элементы пространства А’(У) мы бу- 
дем обозначать символом и = (61, &5,...,&»). 


Заметим, что если {е; } — произвольный базис в У и 
р р | 
— , | , | (о. © р 
(и = ... Чт... ар 1 °° бр . 
$1 =1 р =1 


то числа, 4112.4» 
кает из того, что 


меняют знак при перестановке двух индексов. Это выте- 


Чт... 4р — о(ез1, о е:,). 


Естественно считать, что А1(\У) = Г1(У), а Ао(У) состоит из всех по- 
стоянных, т. е. совпадает с числовой прямой. 

5. Внешнее произведение знакопеременных форм. Рассмотрим 
две знакопеременные формы и? Е А, (У) ич7Т Е А. (У). В этом пункте мы 
введем основную операцию в теории знакопеременных форм — операцию 
внешнего умножения. 

Пусть 

р _ 


м =“ (Пт, 12, ..., 7), п: Е У, 


и = м“ (61, 65, .’. › Ср), С, ЕУ. 
Рассмотрим следующую полилинейную форму а = Гр+а(У): 


(1, 65, ..., бра) = 9 (81, ..., бр) (бруьь --.› ёрча). (7.43) 


Эта форма, вообще говоря, не является знакопеременной. Именно, при 
перестановке аргументов &; и &,, где 1 << рир+1< 7 < р-а, форма 
(7.43) может не изменить знака. Этим обстоятельством и вызвана необхо- 
димость введения внешнего произведения. 


Для того чтобы ввести внешнее произведение, нам понадобятся неко- 
торые факты из теории перестановок. 


1) Знакопеременные полилинейные формы называют также 
антисимметрическими, кососимметрическими, косыми, внешнимыи. 


2?) Это пространство обозначают также символом ЛРУ”* и называют р-й 
внешней степенью пространства У”. 
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Напомним, что перестановкой чисел 11, 2,..., т} называют функцию 
с = о(К), определенную на этих числах, и отображающую их взаимно 
однозначно на себя. Множество всех таких перестановок обозначается сим- 
волом У. Очевидно, существует всего т! различных перестановок из Уи 
Для двух перестановок < Е Уж итЕ Уж естественным образом определя- 
ется суперпозиция от Е Ут. Перестановка о`_' называется обратной к д, 
если о д =о00`" = Е, где = — тождественная перестановка (т. е. =(К) = К, 
Е =1,2,..., т). 

Перестановка о называется транспозицией, если она переставляет два 


числа, оставляя другие на своем месте. Иначе говоря, существует пара чи- 
селти 7 (1 <1<т,1<1<т, 12 7] такая, что о (= 1 о(р Етио(®) = К 


для К ти К -Ё 1. Очевидно, если о — транспозиция, то 9" =бид.9=еЕ. 
Известно, что всякая перестановка о разлагается в суперпозицию транс- 
позиций, переставляющих числа с соседними номерами, причем четность 
числа транспозиций в таком разложении не зависит от его выбора и назы- 
вается четностью перестановки о. 
Введем следующее обозначение: 


1, 


если перестановка с четна, 
еп а = 
5 —1, если перестановка о нечетна. 


Заметим, что форма а Е Г,(У) принадлежит А»(У), если для любой 
перестановки © Е р 


а(& (1), 6 (2), ".. > 6 (р) — 5510. а(&т, 55, ".. > 5). 


Рассмотрим снова полилинейную форму (7.43). Для любой перестанов- 
кис Е Ур+4 ПОЛОЖИМ 


са(&1,..., рта) — а(& (1), “о 6 (р+а)) (7.44) 


Нетрудно убедиться в том, что если т Е Ур исбЕ Ур+а, то (то)а = 
= т(са). Введем следующее определение. 
Определение. Внешним произведением формы ши? Е Ар(У) 


и формы в Ч Е А.(У) называется форма м Е Ар-а(У), определяемая равен- 
ством 


ие, ..., бра) и са, (7.45) 


где сумма берется по всем перестановкам © Е Ур+а, удовлетворяющим 
условию 


(1) < в(2) <...<о(р), о(`ф+Т <... <о(р+а, (7.46) 


а величина са определяется равенствами (7.43) ци (7.44). 


Внешнее произведение форм и? и 1 обозначается символом 
и = мт Ли 

Проиллюстрируем на примере, как действует перестановка о, удовлет- 
воряющая условию (7.46). Предположим, что по некоторой дороге парал- 
лельно движутся две колонны автомобилей, в первой из которых р, а во 
второй 4 машин. Через некоторое время дорога сужается и обе колонны 
на ходу перестраиваются в одну. При этом автомобили первой колонны за- 
нимают места, где-то среди автомобилей второй, однако порядок следования 
автомобилей внутри каждой колонны сохраняется. В результате мы получаем 
перестановку, удовлетворяющую условию (7.46). Легко видеть, что и обрат- 
но, всякая такая перестановка может быть реализована на нашей модели. 

Для того чтобы убедиться, что данное нами определение является кор- 
ректным, необходимо доказать, что м = и? ЛоТ Е Ар 4(У). Очевидно, в 
доказательстве нуждается только знакопеременность формы ч. 
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Покажем, что при перестановке двух аргументов &; и &;41 форма м 
меняет знак. Отсюда легко будет следовать, что м Е Ар+а(У). Пусть т Е 
Е »*»-а является такой перестановкой. Убедимся в том, что 

ти = —м = (зв т). (7.47) 


Из равенства (7.45) получим 


ти) = » (зе д): (то)а. 


с 


Разобьем эту сумму на две: 


то = У `` (вто) (то)а + У (звп о) (то)а. (7.48) 


с 


К первой сумме отнесем те перестановки о’, для которых либо о "(7 < 
<р,о '(1-+1) < рлибо о "(2 р+1Го (1+1) 2 р+1. Для каждой такой 
перестановки 

(та)а = —аа. 

Для того чтобы сделать это утверждение более очевидным, обозначим 
К =о 1 (1), [=в 1 (1+1), те. =оа(К), 1+1=о(Р. Форма са представляет 
собой произведение форм и? и «1, причем аргументами и? являются векто- 

а 
ры &.(1), &о(2)› --. › бо (р), а аргументами и" — векторы &(р-+1), .-. › бо(р+а)- 
Если К < риГ © р, то 6, = 6 (к) и 6,1 = &, (р являются аргументами 
формы «7, которая по условию знакопеременна. Следовательно, при пе- 
рестановке &; и &,./, форма и”, а значит и оа, меняет знак. Аналогично 


рассматривается случай, когда Е 2 р+Ти[ 2 р+1. Итак, для первой 
суммы выполняется равенство 


\` (чево) (года = -У `` (звп о)оа. (7.49) 


[в [в 


Ко второй сумме отнесем те перестановки о’, для которых либо о` "(< 
<ро (1+1) > р-+1 либо о '( 2р+Го "(1+ 1) < р. Покажем, что 
множество перестановок {9}, удовлетворяющих этому условию (а также, 
разумеется, условию (7.46)), совпадает с множеством перестановок вида то, 
где о Е {о}. Обратимся к нашей модели с двумя колоннами автомобилей. 
Утверждение примет следующий очевидный вид. 

Если при каком-либо перестроении автомобиль с номером К из пер- 
вой колонны окажется непосредственно перед автомобилем с номером [ из 
второй колонны, то легко можно указать другое перестроение, в результа- 
те которого эти автомобили поменяются местами, в то время как порядок 
движения остальных сохранится. 


Таким образом, поскольку $51 то = — $51 0 
и! и! и! 
»_ (3впо)(тода=- > (звпто)(то)а =-_ (звпо)оа. (7.50) 


Подставляя (7.49) и (7.50) в (7.48), мы получим (7.47). 
Пример 1. Рассмотрим две линейные формы /[(&) Е А! (У) и #(&) Е 
Е А! (У). Внешним произведением будет являться билинейная форма 


лЕ=» (звпо)о (Е, ) 5 (Ё5) = (Е) в(Е,) — в(Е, (Е). 


с 


Пример 2. Пусть 1(&) Е Аз (У), 8(&1, &, ... ба) Е Аа(У). Внеш- 
ним произведением и = } Ле будет 4-1-форма, аргументы которой мы 
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обозначим через 6%, &1,...,&а: 


и = У (звпо)о (Е )в(Е, <>, ... 2) — 


с 


=У (И (ЕДЕ, обра: 3). 
$=0 


6. Свойства внешнего произведения знакопеременных форм. 

1) Очевидным свойством внешнего произведения является линей- 
ность: 

а) если и? е А,(У), ут Е А. (У), то для любого вещественного числа А 


(ЛР) Лат = р Л (АТ) = АР Ли"); 
6) если ил Е Ар(\У), > Е А»(У) ич1 Е А. (У), то 
(м и) Ли = ил Ла а Лия. 
2) Антиком мутативность. Если РЕ А,(У) и Е А. (У), то 
и’ Л ш1 = (-1)9 9 Лит. 


Доказательство. Пусть 


и? лм" =®“ = от, 55, м &р+а)- 
Легко видеть, что 
Ч Ли" — (рт, 2) .'’ < ра Зе .'’ &,). 
Убедимся в том, что перестановку (& 11, & +2, ... › &руа› &1, -.. › &) можем 
получить из векторов (&1, &,..., &:.) с помощью ра последовательных 


транспозиций. Вектор р 1 можно передвинуть на первое место, исполь- 
зуя р транспозиций. Затем с помощью такого же числа транспозиций пере- 
двинем на второе место вектор & р-2 И т. д. Всего мы передвинем 4 векторов, 
используя каждый раз р транспозиций, т. е. число всех транспозиций равно 
ра. В таком случае антикоммутативность будет следовать из знакоперемен- 
ности внешнего произведения. 

3) Ассоциативность. Если 7? Е Ар(\У), “1 Е Ао (У), мт Е А,(У), 
то 

(ми) лы = Л (Ли). 

Доказательство. Пусть о Е \р+4а-+». Рассмотрим следующую ве- 

личину: 


и = У (звп)о [7 (1, +: бр (ра, +: на) (рат? +: & рта"). 
” (7.51) 


Сумма (7.51) будет равна (и? Ли1) Ли", если вначале произвести сумми- 
рование по всем перестановкам, оставляющим без изменения числа р+а-+1, 
р +а-2, ..., р-+а-+т и удовлетворяющим условию (7.46), а затем про- 
суммировать по всем перестановкам, сохраняющим получившийся порядок 
первых р + 4 аргументов и порядок аргументов & 41, .-.- › &руачь. 


Аналогично можно получить величину м? Л (Ч Ли). 
Покажем, что в обоих случаях получается сумма по всем перестановкам, 
удовлетворяющим условиям 


0(1) <0(2) <...<о(р), 
о(р+1) <о(р+2) <... <о(-+ а), (7.52) 
о(р-+-а-+1) <... <о(р-+а-+т). 
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Для этого обратимся снова к нашей модели с колоннами автомобилей. 
Предположим, что по дороге движутся три колонны автомобилей, в первой 
из которых р, во второй 4, а а третьей т машин. Один из способов перестро- 
ения этих трех колонн в одну заключается в том, что вначале сливаются 
первая и вторая колонны, а затем полученная соединяется с третьей. При 
другом способе вначале сливаются вторая и третья колонны, а к ним при- 
соединяется первая. Очевидно, перестановка о, получаемая в результате 
любого из этих перестроений, удовлетворяет условию (7.52) и, наоборот, 


любая перестановка, удовлетворяющая условию (7.52), может быть получе- 
на как с помощью первого, так и с помощью второго способа, перестроения. 
Это и означает совпадение (и? Л и/1) Лим" ичРЛ (9 Ли"). 

Ассоциативность внешнего умножения дает возможность рассматри- 
вать любое конечное произведение 


ил Ли Л...Лит, где нЕ Ар, (У). 
Пример 1. Пусть а1(&), а2(&),..., ат (&) — линейные формы. Тогда 


и Лазл... Лат = > (звп о)о [ал (&1), а>(&5),... ат(&т)], (7.53) 


с 


где суммирование производится по всем перестановкам о Е Уж. 
Равенство это легко проверяется с помощью индукции. Заметим, что 
если ввести матрицу {а+(&;)}, то равенство (7.53) можно переписать в сле- 


дующем виде: 
(а1 Ла2Л... Лат) (61, &5,..., ётш) = ев {аз (&,)}. (7.54) 
7. Базис в пространстве знакопеременных форм. Выберем ка- 
кой-либо базис {е; {| в пространстве У и обозначим через {е*}"_/ сопря- 
женный к нему базис в пространстве Г(У). Напомним, что е'(&) есть линей- 
ная форма, которая на элементах базиса {е;} принимает значение е'(е;) = 


8 
В п. 3 мы показали, что всевозможные произведения 


е" (&.)е'?(&5)...е?(&,) 


образуют базис в Г»(У). Поскольку А»(У) С Г»(У\), то каждая знакопере- 
менная р-форма может быть разложена единственным образом в линейную 
комбинацию указанных произведений. Однако эти произведения не образу- 
ют базиса в А›(У), поскольку они не являются знакопеременными р-форма- 


ми, т.е. не принадлежат А»(У). Тем не менее из них можно сконструировать 
с помощью внешнего умножения базис в Ар(У). 

Теорема 7.11. Пусть {е; 1 — базис в пространстве У, {е' 1 — со- 
пряокенный базис в простраистве ГКУ). Любая знакопеременная р-форма 


и) Е А›(У) может быть представлена ч притом единственным, образом 
в виде 


и) = > и2..аре" Ле? Л... Ле?. (7.55) 
Каждое слагаемое суммы в правой части (7.55) представляет собой 
произведение постоянной ил. 1..4, На знакопеременную р-форму е"\Ле"?^ ... 


...Ле®. 
Доказательство. В силу результатов п. 4 мы можем записать 


ш = у ... у оо. ре"Те"? ...е?, (7.56) 


$1 =1 р =1 


Р 


где числа 1112.4, = &(е"1, е"?,...,е”?) определены однозначно. 


ДОПОЛНЕНИЕ 217 


Так как форма «(&1, &.,..., &») знакопеременна, то для любой пере- 
становки о Е *» 


Е), (2), о (р) — (551 0) (&1, 55, о &,). 
Следовательно, 
(1) 1 (2) -- о (р) — (32 б)итао.. р. (7.57) 
Сгруппируем слагаемые в сумме (7.56), отличающиеся перестановкой 
индексов $1, 12,..., р, и воспользуемся равенством (7.57). Получим 


) 


ш = У. У" ...6'9(Р) = 


11 <12<...«1р в 


— У. 142. Ар ба о)е“°@)...е’°Ф)|. (7.58) 
1<12<...<4р с 

В силу примера из п. 6 сумма, стоящая в квадратных скобках, есть 
ей Ле? Л... Ле". Теорема доказана. 

Следствие 1. Элементы е" Ле? Л...Ле?(13и<р<...<ц < п) 
образуют базис в пространстве А»(У). Этот базис пуст дляр > птиц 
состоит из одного элемента, если р = п. 

Следствие 2. Размерность пространства А»(У) равна СТ. 

В дальнейшем, как правило, мы будем считать, что выбранный базис 
ел, е2,..., ев нами зафиксирован и линейные формы е'(&) будем обозна- 
чать символом е'(&) = &'. Тогда любая форма и Е А›(У) примет вид 


ОЕ, &,...,&)= > би Л... ЛР. (7.59) 
11<...<4р 
Пример 1. 


ЕЛЕ = (еле”)(&, =) = > _(звпо)о[е" (&1)е° (&>)] = 


с 


=е (&)е°(&5) — е"(&)е” (&,) = &1&5 — 51, 


где &/ есть 1-й коэффициент в разложении вектора &,; по базису {е;}. 
Пример 2. 
п лЕЛ...Л&" = 4 {&}, 


т . 
где &; = >») се). 
1—1 


$ 2. Дифференциальные формы 


1. Определения. Рассмотрим произвольную открытую область С 
п-мерного евклидова пространства Е”. Точки области С будем обозначать 
символами х = (т, 1°,..., 1”), у= (и, у”,..., у”) ит.д. 

Определение. Дифференициальной формой степени у, 
определенной в области С, будем называть функцию и(х, &,&.,..., в 
которая при каждом фиксированном х Е С представляет собой знакопе- 
ременную р-форму из А»(Е”). 

Множество всех дифференциальных р-форм в области С’ обозначим 
через (С) =О»(С, Е”). 

Мы будем считать, что при фиксированных &1,..., & Е Е" р-форма & 
представляет собой бесконечно дифференцируемую в С функцию. Используя 


) 
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результаты $8 1, мы можем каждую р-форму и записать в виде 


ш= > ша Л... ЛЕ. (7.60) 

11<...<1р 
Всюду в дальнейшем вектор & будем обозначать символом 4х = (ах', 
41?,..., 41”), а векторы &, — символами 4ьх = (4кх', 4кх”,... , ак”). В 
качестве базиса в Ё” выберем векторы ех = {0, 0,...,1,0,..., 0}, где еди- 


ница стоит на ^-м месте. Элементами сопряженного базиса будут функции 
е" (Е) = е\ (4х), определяемые равенствами 


е^ (4х) = ах”. 
Тогда дифференциальная форма (7.60) примет вид 
(т, Ч х,... , 4х) = У. ра" л...Л ах”. 
11<...<4р 


Пример 1. Дифференциальная 0-форма — это любая функция, опре- 
деленная в области С (и, в силу наших предположений, бесконечно диффе- 
ренцируемая в С). 

Пример 2. Пифференциальная 1-форма имеет вид 


(х, ах) =>оьке) 


В частности, когда п = 1, «(х, ах) = } (2) ах. Дифференциальную форму 
степени 1 называют также линейной дифференциальной формой. 
Пример 3. Дифференциальная 2-форма имеет вид 
и(х, 1х, 42х) = Ум» ах’ ^ ате. 
< 

По определению 
ах’ Л ах” = (е' Л е^)(41ж, 42+) = 

= е'(41ж)е” (425) — е*(а2х)е^ (а1х) = 


1х‘ фт® 
427‘ о т® 


) [$ ) [$ 
= а1т‘а2х — 42т‘'а1х — 


В частности, при п = 2 получаем 


1 2 
и(х, 1х, 42х) = }(х) фт 12 


эт“ 421? 


Определитель равен элементу площади, соответствующему векторам 415 
И 2х. 
В случае, когда п = 3, обозначая и/12 = К, и/2з = Р, илз = —©О, получим 
Р С) И 
Чт“ 411? 4173 


4251 425? 4253 


и = Раз” лат — Оах' Л 45° + Вах" Л 4х* = 


Пример 4. Дифференциальная 3-форма в трехмерном пространстве 
имеет вид 


Чт“ 411? 4173 
и(х, Чт, 4х, 4зх) = (хз) ах' Лаз” ^ ах? = (т) |422 421? 4253 


зт“ з1? зт? 


Определитель равен элементу объема, отвечающему векторам 41х, 425, 4зх. 
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2. Внешний дифференциал. 

Определение. Внешним дифференциалом р-линейной диф- 
ференичальной формы и) Е О›(С) будем называть форму ам Е О»-+и(С), 
определяемую соотношением 


ал = У. Ч ..ль Л ах" Л... Л аж", 
11<...<4р 
где 


__ 1... 2р к 
Чи..лр = Ра”. 


ш = У. ол," ^...Л аж”, 


ТО 


ы =>) >. ре и» ат” Лат" Л... Л ах”. 


К=111<...<1р 
Пример 1. Дифференциал формы степени нуль (т. е. функции {(х)) 


имеет вид 
— А пк 
(т) = У. —— 4х’. 

„1 дх^ 


Пример 2. Вычислим дифференциал от линейной формы 


и = (т, ат) = Хоа 2) 4х’. 


Получим 
Щх. дих (т) р 
ах = ал(т, Чт, 42%) = ах’ Лат. 
тан 
Так как 4х" Л 4х" = —ат' Л ат" и 4х” Л ах" = 0, то 
а = у ди ах" ^ ах’ + у ды ат” Лат = 
=; 97” 2% 9" 
= ` 74 аа" лаг - У 29 ар лат! = 
=: 07 ‚=; 07 
‚.‘0т“ 02 
В частности, когда п = 2, получим для и = Рах' + Оа1* 
ах = (26 — 7") ах" ^ 4х. 
От ду 


3. Свойства внешнего дифференциала. Непосредственно из опре- 
деления вытекают следующие свойства: 

1) если ил Е О» (С), и/2 Е О» (С), то 4(ил + 2) = ал + 42; 

2) если Е О›(С) и А— вещественное число, то 4(А) = Лам; 

3) если ил Е О» (С), 2 Е 9. (С), то 


(ил Л и/2) = ал Л 2 + (-Т)Рал Л 442. 
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Докажем свойство 3). Пусть 


и) = > и ..лр ТТЛ... Ла. 
11<...<1р 
Введем следующее обозначение: 


ды _ У. 6 ий д. лад”. 


к 
11<...<1р дт 


Тогда 4х можно записать в виде 
ул 
Ё Оо) 
а = > ат” ^ = 
Щ— дх 


Вспомним, что 
ш = ил Ли = (—-1)79 2 Лол. 


Далее 9 9 я я 5 
и ел р. ел 2 

—— Ли + щи Л — —— Л + 1)79 Лым 

дж де ТТ де дай СИ де ^^“ 
Тогда 
4 = У ах” Л => Е лы + 

&=1 
ра кл 02 ра 
+ (—1) У `а: А — Ли: = 41 Ла + (-1) 42 Лил. 
Щ— ОтЕ 

Поскольку 42 есть (94+ -форма, то 


— (-1)РЧ+О 


42 № ил ил Л 42. 


Отсюда 4“ = 4 Л 2 + (-Т)Рил Л 4ь. 
Справедливо следующее важное свойство дифференциала. 
Основное свойство внешнего дифференииала: 
(4) = 0. 
Доказательство. Предположим вначале, что и есть форма степе- 
ни 0, т.е. (2) = Ё (т). Тогда 


а(а!) => Аа Уи л ах 


К=1 1=1 
Так как ах" Л ах" = ат л ах", это равенство можно переписать в виде 
2 2 
а(аг) = (^^ _ ЕР 4 Л ах", 
с дллдх* дхкд 
откуда следует, что 4(а}) = 0. 


Пусть теперь 
и) = У. ии. Л... Л 4х?. 


11<...<4р 
Тогда 


=) У ар, Ла" Л... Лаз”. 


К=111<...<ар 
Заметим, что каждый член суммы представляет собой внешнее произве- 
дение дифференциалов форм степени 0, именно, форм ши..., (5), е'1 (ах), 


., е"Р (45). Остается применить свойство 3) и воспользоваться тем, что для 
формы степени 0 основное свойство доказано. 
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$ 3. Дифференцируемые отображения 


1. Определение дифференцируемых отображений. Рассмотрим 
произвольную т-мерную область О евклидова пространства Е” и п-мер- 
ную область С С Е”. Точки области О будем обозначать символами # = 


=(#,Р,..., 1”), а точки области С' символами х = (1', 1°,..., 1”). 
Будем говорить, что ф отображает О в С, если 
__ 1 2 п 
ф={ф ‚Ф,..., }, 


где ф^(Ё) определены в области О, а векторы 1 с координатами х" = ф^(#) 
лежат в области С. 

Определим отображение ‹р*, которое переводит (С) в (О) для лю- 
бого р, 0 < р < п. При этом мы будем считать, что каждая компонента 
ф" (#) отображения ф является бесконечно дифференцируемой. 


Определение. Пусть ф — отображение р с Е" в С СЕ". Обозна- 
чим через ф” отображение, которое для всех 0 < р < п действует из 
,(С) вО›(Р) по следующему правилу: если 


ш = У. ол," ^...Л аж”, 


11<...<4р 
то 
2 (&)= > чи. „(ФФ (ат") л... Л’ (аа), 
11<...<1р 
где 
т д 
= Ук 
и 08 


Пример 1. Пусть и; — форма степени 0, т. е. & = { (т). Тогда 


в (Л =ЛАФ(). 
Пример 2. Пусть ф отображает п-мерную область ЭР С Е” в п-мер- 
ную область С С ЕЁ", и пусть и — следующая п-форма: 


ш = ат! Л ах? Л... Лах”. 


Тогда 
и) = а] Л... Л ак” | = 
2 [а >: т 
1— п, — 
п п 1 п 
СУ 2 ал. ла = 
р ии ОЕ Оф" 
Оф! Ор” 
=ал... ла" и = 
Л... Л > ва 5) я) 
=ан ^лат а 52| 
ОН 
Таким образом, 
Рф’, в’, ..., 9”) 


р*(аз' ла? л... Ла”) = ат лаел... лаг. 


ри, Р,..., т) 


Замечание. Форму ф”(&) называют дифференциальной формой, 
получающейся из формы & при помощи замены переменных 0. 
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2. Свойства отображения ‹”. Справедливы следующие свойства 
отображения ф”: 


р” (ил Лил?) = (и) МФ (2). 
Доказательство. Пусть 
ил = У. ай 1.. Ар (т)ах" ^...Л ах’, 
11<...<4р 
и2 = У. о... Ка (ат Л... Ла“. 
К1<...<Ка 
Тогда 


шл Л 2 = У. У. ал. ар (Ж)бк...к. (т) Х 


1<...<4р Ё1<...<Ка 


х а" Л... Лах” Ла л... Лат“ 
и, следовательно, 


фр” (и Л в) = (Ф(Р)ф* (ах) Л... Л” (а*ч) = 
— =) р” (авт) л... ле" (аш) ^ УС вь(ф)ф" (Чат)... Л” (аа *а)| = 


Еф (1) ЛФ (м2). 
2. Если м Е О9›(С), то 
фр” (40) = ар” (м). 
Доказательство. Докажем вначале это равенство для р = 0, т. е. 
для и) = ](х). Получим 


* С < д} др’ к - 0} * 1 * 
4 ы-=>. ве (ба = ука =}. р’ (ат) = ф' (4%). 
04 К=1 #=1 5—1 95. 
Для произвольного р проведем доказательство по индукции. Пусть и = 
= [...„(п)ат" Л... Л ах”. Тогда 4% = Ф..л, Лат" Л... Л ах. По свой- 
ству 1 и только что › доказанному соотношению 


ф* (аш) = ф*(аР) ле” (ах) Л... Л ф* (ах). 
С другой стороны, 
р” (и) = аз” [(1аз" ^... Л ах""-*) ла?] = 
=а|[ф” (ах ^... Л ах'т-1) Ал” (ат?)]. 
Далее в силу свойства 3 внешнего дифференциала 
р” (&) = ад” (Таг" Л... Л ах'?-т) лф” (ат®) + 
+ (-1 Рф” (Да л...Лаз'?-т) лаф” (ах). 
Заметим, что $” (ах) = 42” (т) в силу только что доказанного, а 
тогда по основному свойству внешнего дифференциала 4” (ах?) = 0. 
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По предположению индукции, справедливому для р -— 1, 
ар” (фах! ^... Л ах-1) = ф* (4 ла" Л... Ллат?т-*). 
В результате получим 
а” (&) = ф* (4 ^ ат №... Л ах'т-1) Ло" (ах*®), 
а по свойству 1 
р” (и) = ф* (4 лат" л...Ла2?). 
Следующее важное свойство называют транзитивностью. 
3. Рассмотрим открытые области 0 С Е, УС Е", И С Е", точки 


которых соответственно и = (1, и?,... и) и = (0,42,..., 5”) ш = 


= (ш', и?,..., и”). Пусть ф отображает И -$ У, а отображает У - У’. 


) 


Через 4 оф обозначим отображение, называемое композицией, которое дей- 


ствует по правилу 
(реф) (и) = $(и)]. 
Аналогично введем композицию *о1]*, которая для любого р переводит 
(И) в 0» (0), т. е. 
(фоф`) (0) =ф Ш). 
Справедливо следующее равенство: 
(реф) =фоф”. 
Доказательство. Обозначим В = фоф. Это означает, что В = 
= (В, 6°,..., 6”), где | | 1 о 
В = (ф,фФ,...,#)- 
Проведем сначала доказательство для линейной формы 4” С 91 (И’). 
Получим 


, , ор. 94" д 
8"(ви^) = 49" (и*) = аа = У Эта => 2” аи 


$=1 $=1 71=1 
Далее 


(’е4”) (аш) = р" (аш )] = ф" [4 (ш^)] = - 24) = 


9=1 9=1 и 
Но 
дф 
(457) = а" (67) = ди! 
ра) ар = та 
и тогда 
ж ж ий д д 7 4 
("4") (аи^) => Ра 


9=1 2=1 
и равенство доказано. Отсюда следует справедливость свойства 3 для любой 
линейной формы. Далее доказательство проведем по индукции. Пусть 


ши = (и) аш" ^... Лаш? Е ОП”). 
Тогда 


В^ (ш) = В^ (аш ^... Лаш"т-*) л В* (аш?) = 
— (ре *) (фаш" Л... л аш") Л (ре 4*) (аш?) — 
("9") баш ло лав) = ("4") 
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$ 4. Интегрирование дифференциальных форм 


1. Определения. Обозначим через [” единичный куб в евклидовом 
пространстве Е” 


МП ={Е Е", 0<Е<11:=1,2,...,т}. 

Под отображением ф куба [” в п-мерную область а С Е” мы будем 
понимать отображение в С некоторой области ) С Е", содержащей вну- 
три себя [”. Аналогично дифференциальной р-формой х, определенной 
в [", будем называть р-форму, определенную в некоторой области О) С Е”, 
содержащей [ 

Определение 1. Интегралом от р-формы 


и = Ка лагл... лат, 
определенной в кубе ГР, по кубу ГР будем называть величину 


Г“ = г. ГКоанае. ар. 
ТР 0 0 


Нашей ближайшей целью является определение интеграла от диффе- 
ренциальной формы по любой поверхности. Естественно, что при этом сте- 
пень формы будет совпадать с размерностью поверхности. Под поверхно- 
стью мы будем при этом понимать отображение единичного куба той же 
размерности (напомним, что понятие отображения включает в себя как 
область значений, так и закон соответствия). Впрочем, иногда мы будем 
называть поверхностью только лишь образ куба. 

Определение 2. Назовем т-мерным сингулярным кубом 
в пространстве Е" (т < п) дифферениируемое отображение куба Г" в Е”. 
Таким образом, обозначая сингулярный куб через С, мы можем записать 


С=о: Г" Е". 
мы будем говорить, что сингулярный куб С содержится в С С Е", если 
ФИ") С 
Теперь мы можем определить интеграл от любой р-формы и Е 9,(С) 
по любому р-мерному сингулярному кубу С С 
Определение 3. Интегралом от формы шС О, (С) по син- 
гулярному кубу С = ф: ГР } Е", содержащемуся в С, назовем величину 


/“ = ф” (и) 


Убедимся в том, что интеграл от р-формы 4) по р-мерному сингулярно- 
му кубу С зависит лишь от образа ф(1?), а не от закона соответствия ф. 

Прежде всего рассмотрим подробнее определение интеграла от их по 
сингулярному кубу С. | | 

Пусть & Е 9›(С) имеет вид м = }(х)ат" Л... Л 4х?, тогда ф”(щ) = 
= 1 Ф(]ф* (4=" Л... Лат"). В силу примера 2 кп. 1583 


Р(ф", ф?,..., фт) 
р, Р,..., №) 


ф” (&) = 2] ай лаРгл... лаг. 


Следовательно, 


[е= ле вая В) ад. ла 
‚ 2) 


Определение /. Пусть Ст = 1: ТР - Е" и (5 = фо: РЗ М — 
два сингулярных куба. Будем говорить, что Ст = С5, если существует 
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взаимно однозначное отображение т куба 1? на себя такое, что 
1) фЕ(® = фт}; 


2) О(т', т?,..., ТР) 0 
1 +2 | 
рН. Р,..., №) 
Ясно, что если С1 = С2, тои С> = С\1, так как обратное отображе- 
ние т" будет удовлетворять необходимым требованиям. 
Мы будем говорить, что Сл = —С5, если в условии 2 функциональный 
определитель всюду меньше нуля (очевидно, при этом С = —С\1). Иногда 


в этом случае говорят, что Сл и С5 отличаются ориентацией. 
Справедливо следующее утверждение: если С1 = С5, то 


Доказательство. Мы проведем доказательство для случая, когда 


и = (х)ах' лат” Л... лаз? 
По определению 


2(Ф5, 95, ..., 48 
| _ дор ен ай Л... лаг. 
С ТР 


Р(и,Р,..., №) 


По условию существует отображение т куба /[? на себя, удовлетворяю- 
щее условиям Ти 2. 


Сделаем в интеграле замену переменной # = т($), $5 Е ГР. Получим 
ф2(®) = ф2[т(8)| = фи(8), 
12 р 12 
7 9...) р ° +. Р 
Де [ле О т лав. лаве = 
О(,Р,..., №) 0(81, 82,..., 82) 
= лее м лав? = [в 
($1, ..., 82) 
Ст 
Аналогично можно показать, что если С1 = —С5, то 
Гм=- м. 
Ст Со 


2. Дифференцируемые цепи. Нам понадобятся поверхности, кото- 
рые распадаются на несколько кусков, каждый из которых является обра- 
зом некоторого т-мерного куба. Примером такой поверхности может слу- 
жить состоящая из двух окружностей граница кольца, лежащего на дву- 
мерной плоскости. При этом мы будем различать ориентации этих окруж- 
ностей. В связи с этим весьма полезным оказывается введение линейных 
комбинаций сингулярных кубов с вещественными коэффициентами. 

Определение 1. Будем называть р-мерной цепью С произволъ- 
ный набор 


{А1, А2, ...,Ль, Са, (>, ..., СЕ 


где Л; — вещественные числа, а С; — р-мерные сингулярные кубы. При этом 
будем использовать обозначение 


= А: Ст -+... + А&СЬ. 


Будем говорить, что С принадлежит С, если все С; принадлежат С. 

Множество р-мерных цепей образует линейное пространство, если вве- 
сти естественным образом операции сложения и умножения на веществен- 
ные числа. 


8 В.А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 
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Определение 2. Интегралом формы шпо р-мерной ц-е- 
пи С, содержащейся в С, назовем величину 


[ю=^! Го -+ ^> Го+... + А» [ м. 
{@) Ст С2 С 
Теперь мы можем определить границу произвольного сингулярного ку- 
ба. Для этого определим вначале границу единичного куба. 
Определение 3. Границей куба Г? назовем (р — 1)-мерную цепь 
р 
9 => (-10' [10 (9 — (8), 
=1 
где 1Р(1) есть пересечение куба Г? с гиперплоскостью х' = а (а = 0,1). 


Для того чтобы это определение было корректным, необходимо разъяс- 
нить, какой смысл мы вкладывали в утверждение о том, что ГА (1) является 


(р- 1)-мерным сингулярным кубом. 
Построим каноническое отображение ф = 2°”? куба 1?" на [2 ($). 


Пусть 3 = ($1, 8°,..., 51) Е ГР". Положим 
8%, если 1<8<Ь, 
$” (3) = {< а, если К=Ь, 


5—1 если 1<КЗр. 


) 


Очевидно, Ф = ($', $°,..., @Р) отображает взаимно однозначно [71 
на Г^ (1). В частности, при а = 0 ит = р отображение ;ф является сужением 
на 16 (р — 1) тождественного отображения пространства Е? на себя. 

Определение 4. Границей р-мерного сингулярного куба С = ф: 
Г? > Е” назовем (р — 1)-мерную цепь 


дс = > (= (69) — #(17 (9). 


Таким образом, граница образа куба [7 есть образ границы /[7 с есте- 
ственной ориентацией. 

Пример 1. Рассмотрим на плоскости квадрат [”. Очевидно, этот 
квадрат мы можем рассматривать как сингулярный куб, взяв в качестве ф 


НЯ < 
а 
р г 
Рис. 7.11 Рис. 7.12 


тождественное отображение. На рис. 7.11 указана граница этого квадра- 
та, причем направление стрелок совпадает с направлением возрастания па- 
раметра #, по которому производится интегрирование, в случае, если эта 
сторона квадрата входит в пепь 91? со знаком +, и направление стрелок 
является противоположным, если сторона берется со знаком —. Мы видим, 
что наше соглашение о знаках приводит к обычному обходу границы против 
часовой стрелки. 
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Пример 2. Рассмотрим сингулярный куб С = ф: Г -+ В?, глеф 

имеет вид . . р 
р = (а- ВЕ) соз2мЕ, 
фр’ = (а-+ ВЕ) зш2яЕ. 

Легко видеть, что ф([?) есть кольцо, граница которого образована ок- 
ружностями радиусов а и а + В. Выясним, что является границей сингу- 
лярного куба С. Очевидно, (15 (1)) есть окружность 

ф' = ас0$ 2тР, 
5’ =азш2лР. 

Далее, (Г? (1)) —это окружность радиуса а + ПВ. Наконец, (10 (2)) и 
(17 (2)) — это отрезок 1? =0, а<х' <а+ В. 

На рис. 7.12 стрелками указано направление обхода границы ОС’, если 
обход границы 01? совершается против часовой стрелки. 

Поскольку Ф(П(2)) — Ф(Г? (2)) = 0, мы можем считать, что 

2 2 
9С = Ф(П (1)) — Ф(15(1)), 
что совпадает с обычным пониманием границы кольца. 

Выясним, каким образом связаны интегралы от формы и по границе 
куба С и формы ф” (и) по границе Г”. 

Утверждение. Пусть С = ф: ГР Е" — произвольный сингулярный 
куб, содержащийся в С, ц пусть и; Е О,„_1(С). Справедливо равенство 


Го= Л ф’(“). 
ОС ОТР 


Доказательство. Очевидно, в силу определения интеграла, по це- 
пи достаточно доказать равенство 


Г ш= Г г). 


5(в0) 50 
Рассмотрим каноническое отображение $ = 2: [2 " - 12(3. По 
определению 
] (м) = ] #2 [2%] 
ТЬ (8) ТР-1 


В силу свойства 3 дифференцируемых отображений (см. п. 2 $ 3) 
ф”о р” — (фо $)”. 
Таким образом, 
Г ®®)= /] (ф-9 &= /] = Л ш, 


(9 1Р—1 (рэ) (17-1)  +(180) 


поскольку (фо) (1? ") = 9(18 (9). 

3. Формула Стокса. 

Основная теорема. Пусть С = ф: Г? -$ Е" — произвольный син- 
гулярный куб, содержащийся в С, и пусть и Е 9, _1(С). Справедлива 
формула Стокса 

Гав = [| ч. 
С ЭС 


Докажем формулу Стокса сначала в следующем частном случае. 
Пусть & — дифференциальная форма степени р — 1, определенная в /?. 
Тогда справедливо равенство 


Гаш= [ы. (7.61) 


ОР 


З* 
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Доказательство. Пусть и = (КаРл... ЛаР. По определению 
Гы (Гы- Гы). 
О1Р 1 (6) Г (1) 
Вычислим следующий интеграл: 
[ ®, тде 1=12,..., рра=0, 1. 
То (2) 


Рассмотрим каноническое отображение © : 1? 1 -} 12 (7. В силу резуль- 
татов п. 1 этого параграфа 


| ь- ] ло я 48 ^...Л 43". 


1 ($) 


По определению канонического отображения ф;’” якобиан имеет вид 


т 0(52,...8° 1 а, 8"... 871) о 
(31, 82,..., 8Р- Г) 
если 1 1, и 
| — В) 
(31, 82,..., 8Р- Г) 


если 1 = 1. Итак, отличными от нуля могут быть только интегралы по [4 (1): 


Гы (о ( Л “- Л -)= Г И $1, 87, ..., 821) 491 Л... Л 48? 1 — 


ОТР 0 та) 
Г (0, $1,..., 521) 481 Л...Л 48271. 
1 
По определению интеграла по кубу [7 —1 
1 1 
Гш= |... Ла, 81,..., 8277) = (0, 81,..., 821] 481 а8*...а8Р7Т = 
91Р 0 0 


11 1 
Г... атаят ая = ОР 480 Л... Л а8Р7". 
030 030 
оо О ТР 


С другой стороны, 
— ап лагл... лаг. 


Стало быть 


{= = ЭР др л...ЛаР. 
[5 


Равенство (7.61) доказано. 
Доказательство теоремы Стокса. По определению интегра- 
ла по сингулярному кубу 


[аш = [| ф* (аш). 
{@) ГР 
В силу свойства 2 дифференцируемых отображений (см. п. 2 8 3) 
[$ (4®) = ] аф" (в) 
ТР ТР 
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Далее воспользуемся уже доказанной формулой Стокса для куба [7 
Га" (&) = [Г 9" (в). 
ТР ЭТР 


Остается заметить, что по свойству интегралов по границе сингулярно- 
го куба (см. конец п. 2 настоящего параграфа) 


| Ф*(@) = /] (&). 
Э1Р ЭС 


Теорема полностью доказана. 

4. Примеры. 1. Рассмотрим случай р = 1. Одномерный сингулярный 
куб С в Е" — некоторая кривая, концы которой обозначим через а и 6. 
Формула Стокса приобретает вид 


14 =: {= ЛЬ) — Ха). 


В частности, когда п = 1, получаем формулу Ньютона-Лейбница, 


Ра) аг = К) — Ка). 


2. Пусть теперь р = 2. Двумерный сингулярный куб С — это двумерная 
поверхность, форма ц/ Е 421 имеет вид 


У? 

|. 

ш = > шк ах”. 
К=1 


Используя пример 2 п. 2 8 2, получим 


[> (05 о а Л ах = [Ума 


Эа К=1 


Если п = 9, то, обозначая их = Раз" + О ах”, получим формулу Грина: 


т - за лай = || Рай + дал 


(@) 9С 


Если п = 3, то получим обычную формулу Стокса. 
3. Пусть р = п. Тогда м Е „_1 имеет вид 


и = У шатл... Ла” "лаз" Л... Ла". 


Далее 


у? 


4х = бе лаз" Л... Ла"=> (-1)" Е Са Л 42° Л... Л ах”. 
Е=1 1=1 Е=1 


В частности, при п = 3 
и = Рах” Л 4х? - Оах' Л ах? + Вах' Лах, 
_ (ОР 90 1 2 3 
мы = (ое) Л ах Л ах`, 


и мы получаем формулу Остроградского. 
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МЕРА И ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА 


В гл. 10 вып. Тивгл. 2 настоящего выпуска был изучен инте- 
грал Римана от функции одной и соответственно п переменных. 
Понятие интеграла Римана охватывало класс функций, либо 
строго непрерывных в рассматриваемой области, либо близких к 
непрерывным (множество точек разрыва которых имеет равный 


нулю й-мерный объем). Этого понятия оказывается недостаточ- 
но в ряде фундаментальных разделов современной математики 
(в теории обобщенных функций, в современной теории уравне- 
ний с частными производными и в других). 

В настоящей главе излагается теория более общего интегра- 


ла— так называемого интеграла Лебега /), для чего пред- 
варительно развивается теория меры и так называемых изме- 
римых функций (являющихся широким обобщением непре- 
рывных функций). 

Основная идея интеграла Лебега, отличающая его от интег- 
рала Римана, заключается в том, что при составлении лебе- 
говской интегральной суммы точки объединяются в отдельные 
слагаемые не по принципу близости этих точек в области ин- 
тегрирования (как это было в римановой интегральной сумме), 
а по принципу близости в этих точках значений интегрируемой 
функции. Эта идея и позволяет распространить понятие интег- 
рала, на весьма широкий класс функций. 

Следует отметить, что многие математические теории, до- 
пускающие понимание интеграла в смысле Римана, принимают 
более законченный характер при использовании интеграла Лебе- 
га. Примером такой теории может служить теория рядов Фурье, 
излагаемая с пониманием интеграла в смысле Римана в гл. 10 и 
с привлечением интеграла Лебега, в гл. 11. 

Все изложение в настоящей главе ведется для случая одной 
переменной, но без каких-либо затруднений переносится на слу- 
чай любого числа п переменных (соответствующее замечание 


сделано в конце главы). 


1) Анри Лебег — французский математик (1875—1941). 
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$ 1. О структуре открытых и замкнутых множеств 


Будем рассматривать произвольное множество Ё точек бес- 
конечной прямой (—с0, со). 

Назовем дополнением множества Ё множество, 
обозначаемое символом СЁ и равное совокупности тех точек 
бесконечной прямой (—с0, сю), которые не принадлежат множе- 
ству Ё. 

Если назвать разностью множеств Аи В совокупность 
тех точек множества, А, которые не принадлежат множеству В, 
и обозначить разность множеств А и В символом А \ В, то до- 
полнение СА множества Ё можно представить в виде 


СЕ = (—со, с) \ Е. 


Напомним некоторые определения, введенные еще в вып. 1. 

1°. Точка х называется внутренней точкой множе- 
ства Е, если найдется некоторая окрестность точки 1 (т. е. ин- 
тервал, содержащий эту точку), целиком принадлежащая мно- 
жеству В. 

В дальнейшем произвольную окрестность точки т мы будем 
обозначать символом %(7). 

2°. Точка х называется предельной точкой множе- 
ства Ё, если в любой окрестности %(%) точки т найдется хотя 


бы одна точка 1! множества Е, отличная от т. 

3°. Множество (С называется открытым, если все точки 
этого множества являются внутренними. 

4°. Множество Ё называется замкнутым, если оно со- 
держит все свои предельные точки 1). 

Совокупность всех предельных точек произвольного множе- 
ства Ё договоримся обозначать символом Ё’, а сумму, или 
объединение двух множеств Аи В будем обозначать сим- 
волом А+ В или А(]В °?). Договоримся далее называть з а- 
мыканием произвольного множества Ё множество, обозна- 
чаемое символом Ё и равное сумме Ё + РЕ’. 

Очевидно, что для любого замкнутого множества РЁ справелд- 
ливо равенство Ё = Р. 

Совокупность всех внутренних точек произвольного множе- 
ства Е будем обозначать символом шё Е 3). 


1) В частности, множество, не имеющее предельных точек, замкнуто (ибо 
пустое множество содержится в любом множестве). 

2?) Суммой или объединением множеств А и В называется мно- 
жество С, состоящее из точек, принадлежащих хотя бы одному из множеств 
А или В 

3) Символ шё образован от французского слова шфё6иеиг (внутренняя 
часть). 
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Очевидно, что для любого открытого множества, С справед- 
ливо равенство шё С = С, 
Для совершенно произвольного множества Ё множество п Ё 


является открытым, а множество № — замкнутым. 
Замечание. Можно показать, что 11% Ё является суммой 


всех содержащихся в Е открытых множеств, а Е является пе- 


ресечением !) всех содержащих Е замкнутых множеств. Таким 
образом, 16 Ё является наибольшим содержащимся в В 


открытым множеством, а Ё является наименьшим содер- 
жащим Ё замкнутым множеством. 

Остановимся на простейших свойствах открытых и замкну- 
тых множеств. 

1°. Если множество Е замкнуто, то его дополнение СЕ 
открыто. 

Доказательство. Любая точка х множества СР не при- 
надлежит Ри (в силу замкнутости Р) не принадлежит множе- 


ству ЕЁ’ предельных точек ГР. Но это означает, что некоторая 
окрестность 9(5) точки х не принадлежит РЁ и поэтому принад- 
лежит СР. 

2°. Если множество а открыто, то его дополнение Са 
замкнуто. 

Доказательство. Любая предельная точка т множест- 
ва СС заведомо принадлежит этому множеству, ибо в против- 
ном случае х принадлежала бы С, а поскольку С — открытое 
множество, то и некоторая окрестность %(х) точки 1 принадле- 
жала бы С и не принадлежала, бы СС, т. е. точка т не являлась 
бы предельной точкой СС. 

3°. Сумма любого числа открытых множеств является 
открытым. множеством. 

Доказательство. Пусть множество Ё представляет со- 
бой сумму какого угодно числа открытых множеств С (ин- 
декс а, вообще говоря, не является номером), и пусть 5 — произ- 
вольная точка Е. Тогда (по определению суммы множеств) х 
принадлежит хотя бы одному из множеств С’, и поскольку каж- 
дое множество С’. является открытым, то найдется некоторая 
окрестность %(5%) точки 1, также принадлежащая указанному 
множеству Со, а стало быть, и множеству Ё. 

4°. Пересечение любого конечного числа открытых мноэжеств 
является открытым множеством. 

Доказательство. Пусть множество Ё является пересе- 
чением открытых множеств С1, С2,..., Си, и пусть х — любая 
точка Е. Тогда для любого К (К =1,2,..., п) точка х принад- 


1) Пересечением множеств А и В называется множество точек, при- 
надлежащих и А, и В. 
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лежит Су, и потому найдется некоторая окрестность %(х) = 
= (1 — Е, Т-ЕЬ), Ек > 0, точки 5, также принадлежащая Су. 
Если Е = шщ {Е1, 2, ..., 8}, то окрестность %(1) = (%—=, Х-+ Е) 
точки 1 принадлежит всем Сх и вследствие этого принадлежит РЁ. 

5°. Пересечение любого числа замкнутых множеств явля- 
ется замкнутым множеством. 

Доказательство. Пусть множество Ё представляет со- 
бой пересечение какого угодно числа замкнутых множеств РВ 
(индекс а, вообще говоря, не является номером). Заметим, что 
дополнение СЁ представляет собой сумму всех дополнений СЁо, 
каждое из которых, согласно 1°, представляет собой открытое 
множество. 

Согласно 3° множество СЁ является открытым, а поэтому 
на основании 2° множество Ё является замкнутым. 

6°. Сумма конечного числа замкнутых множеств являет- 
ся замкнутым множеством. 

Доказательство. Пусть Ё представляет собой сумму 
замкнутых множеств Р1, Ё2,..., Ри. Тогда СЁ представляет со- 
бой пересечение множеств СЁ, СЁо,..., СЁ&, каждое из кото- 
рых в силу 1° является открытым. Согласно 4° множество СЁ 
является открытым, а поэтому на основании 2° множество В 
является замкнутым. 

7”. Если множество Е замкнуто, а множество а откры- 
то, то множество Е \ С замкнуто, а множество а \ Е от- 
крыто. 

Доказательство. Достаточно заметить, что множест- 
во Р\ С является пересечением замкнутых множеств Ри СС, 


а множество С'\ Е является пересечением открытых множеств 
аи СР. 

С помощью установленных свойств докажем теорему о струк- 
туре произвольного открытого множества, точек бесконечной пря- 
МОЙ. 

Договоримся всюду ниже в этой главе называть и нтер- 
валом любое связное открытое множество точек бесконеч- 
ной прямой (не обязательно ограниченное). Иными словами, ин- 
тервал —это либо открытый отрезок а < т < 6, либо одна из 
открытых полупрямых а < т < © или —с < т < 6, либо вся 
бесконечная прямая —со < т < сю. 

Теорема 8.1. Любое открытое множество точек беско- 
нечной прямой представляет собой сумму конечного или счет- 


ного 1) числа попарно непересекающихся интервалов. 


1) Напомним, что счетны м называется бесконечное множество, эле- 
менты которого можно перенумеровать, т. е. поставить во взаимно одно- 
значное соответствие с натуральным рядом чисел 1, 2, 3, ... (см. вып. 1, 


гл. 3, 8 4, п. 6). 
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Доказательство. Пусть С — любое открытое множест- 
во, а т — произвольная фиксированная точка С. Так как С яв- 
ляется открытым, то найдется некоторая содержащаяся в С 
окрестность %(1) точки х. Сумму всех содержащихся в С’ окрест- 
ностей %(%) данной фиксированной точки 5 обозначим через [(5). 
Докажем, что [(%) представляет собой интервал. 

Обозначим через а точную нижнюю грань множества всех 
точек [(1) (в случае, если множество всех точек [(1) не огра- 
ничено снизу, мы положим а = —с0), а через 6 точную верх- 
нюю грань множества всех точек [(5) (в случае, если множество 
всех точек [(5) не ограничено сверху, мы положим 6 = со). До- 
статочно доказать, что произвольная точка у интервала (а, 6) 
принадлежит [(1). Пусть у— произвольная точка (а, 6). Ради 
определенности будем считать, что а < у<х (случай т <у<Ьв 
рассматривается совершенно аналогично). По определению точ- 
ной нижней грани найдется принадлежащая [(5) точка у’ такая, 
что а < у’ < у. Но это означает, что найдется некоторая окрест- 
ность 9(5) фиксированной нами точки 1, содержащая точку у. 
В силу неравенства, у’ < у < х эта же окрестность %(5) содер- 
жит и точку у. Отсюда следует, что и [(15) содержит у, и доказа- 
тельство того, что [(5) — интервал, завершено. Можно сказать, 
что [(5) представляет собой наибольший интервал, содер- 
жащий точку т и содержащийся в С. 

Убедимся теперь в том, что если интервалы [(71) и Г[(т2) 
построены для двух различных фиксированных точек х1 и 12 
множества С, то эти интервалы либо не имеют общих точек, 
либо совпадают между собой. В самом деле, если бы интер- 
валы [(71) и [(12) содержали общую точку т, то они оба содер- 
жались бы в [(5) и потому совпадали бы. 

Построив для каждой точки х свой интервал [(5), мы отбе- 
рем теперь интервалы, не содержащие общих точек (т. е. попар- 
но непересекающиеся). Каждый такой интервал содержит хотя 
бы одну рациональную точку (это известно из гл. 2 вып. 1). По- 
скольку множество всех рациональных точек счетно (см. вып. 1, 
гл. 3, $ 4, п. 6), то число всех попарно непересекающихся ин- 
тервалов [(15) не более чем счетно. Так как сумма всех таких 
интервалов составляет множество С, то теорема, доказана. 

Следствие. Всякое замкнутое множество точек бесконеч- 
ной прямой получается удалением из бесконечной прямой конеч- 
ного или счетного числа попарно непересекающихся интервалов. 
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$ 2. Измеримые множества 


1. Внешняя мера множества и ее свойства. Вся изла- 
гаемая в этом параграфе теория принадлежит А. Лебегу. Отправ- 
ным пунктом этой теории является привлечение в качестве основ- 
ного (исходного) множества интервала А = (а, 6), длина или ме- 
ра которого считается известной и равной числу |Д| = В-а > 0. 

Пусть Ё — произвольное множество на числовой прямой. 

Покрытием 5 = 5(ЁЕ) множества Е назовем всякую ко- 
нечную или счетную систему интервалов {Ав}, сумма которых 
содержит множество Е. Сумму длин всех интервалов {Ав}, со- 
ставляющих покрытие 5 = 5(Ё), обозначим символом о9(5). 


Итак, 
(5) = У `|Ды| < о. 


Определение. Внешней мерой множества Е назы- 
вается точная нижняя грань 0(5) на множестве всех покры- 
тий 5 = 5 (Е) множества Е. 

Внешнюю меру множества Ё будем обозначать симво- 
лом |Е*. Итак, по определению 

Е" = шШЁо(5). 
5(Е) 
Очевидно, внешняя мера любого интервала совпадает с длиной 
этого интервала. 
Выясним основные свойства внешней меры. 


1°. Если множество Е1 содержится в Ез Г), то Е *<| Е". 

Для доказательства достаточно заметить, что любое покры- 
тие Ё> является одновременно покрытием и №. 

2°. Если множество В представляет собой сумму конеч- 
ного или счетного числа множеств {Еь} (символически Е = 


©.9) 
= |] Е), то 
К=1 


со 
в“ < У Ек". (8.1) 
К=1 


Доказательство. Фиксируем произвольное = > 0. По 
определению меры |Ек|* как точной нижней грани, для каждо- 


го номера А найдется покрытие 5,(Ек) множества Ех системой 


интервалов {Д^} (п =1,2,...) такое, что 
©.® 
К * 
Ума" + = (82) 
К=1 


1) Символически тот факт, что множество Е1 содержится в Е›, обознача- 
ется так: Р1 С Р>. 
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Обозначим через 5 покрытие всего Ё, объединяющее все по- 


крытия 5, (К =1,2,...) и состоящее из всех интервалов {Д*} 
(К =1,2,...; п =Т2,. ..). Так как 5 является покрытием Ё, 
то ||" < 0(9), но (5) = > >|" 

&=1 п=1 


Из последних двух соотношений и из (8.2) получим 


в" У (вн +=) = ты +=. 


Е—1 


Неравенство (8.1) доказано. 

Договоримся называть расстоянием между множествами Ё\ 
и РЕ точную нижнюю грань расстояний между двумя точками 
множеств Рл и Во соответственно. 

Будем обозначать расстояние между множествами РА и ЕР 
символом р(ЁЕл, Е2). 


37. Если р(ЁЕт, Е) > 0, то |7 (Е — [ЕЯ |* - | Е |* 
Доказательство. Положим д = 5р(Е1, Е2). Для про- 


извольного = > 0 и выбранного нами 0 > 0 найдется покрытие 
5(Е) множества, Ё = Ё\1 (_] Е2 такое, что 0(5) < |Е|* {Е и длина 
каждого интервала покрытия |А»з| меньше д !). Очевидно, что 
интервалы А», покрывающие точки Ё1, не содержат точек Ё2 
и, наоборот, интервалы, покрывающие точки ЁЕэ, не содержал 
точек Ё1. Иными словами, взятое нами покрытие 5(Е) распа- 
дается на сумму двух покрытий 5(ЁЕ) = 51(ЁЕ1) + 52(Е2), первое 
из которых 51 покрывает Ё1, а второе 52 покрывает Ё>. Итак, 
мы получаем, что 


51 (Ел) - 92 (Е>2) < [Е - =. 


Отсюда следует, что [№1 [* + |Ез|* <|Е|*- Е и, стало быть (в силу 
произвольности =), |№1|* + |Е>|* < |Е\*. Так как на основании 
свойства 2° справедливо и обратное неравенство |Е/* < [№1 |* + 
+ |Е>|*, то |Е|* = |Е1* + |Е>|*. Свойство 3° доказано. 

В частности, свойство 3° справедливо, если Ё1 и В2 ограни- 
чены, замкнуты и не содержат общих точек. 


1) Это вытекает из того, что для произвольных = > 0 ид > 0 суще- 
ствует покрытие 5(Ё) множества Е такое, что 0(5) < |Е|" + ви |А,| <д 


(для каждого интервала А„ покрытия 5). Чтобы убедиться в этом, доста- 
Ь 
точно, взяв покрытие 5", для которого ©(5”) < |Е|* + 5 разделить каж- 


дый интервал покрытия 5’ на интервалы длины, меньшей д, и концы этих 
последних интервалов покрыть интервалами, общая сумма длин которых 
меньше 5/2. 
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4°. Для произвольного множества В и произвольного чис- 
ла Е > 0 найдется открытое множество а, содержащее Е и 
такое, что |а|* < Е - Е. 

Доказательство. Достаточно взять в качестве С сумму 
всех интервалов, составляющих покрытие 5(Е) множества Е, 
для которого 0(5) <|Е| - Е. 

2. Измеримые множества и их свойства. 

Определение 1. Множество Е называется измеримым, 
если для любого полоэкительного числа Е найдется открытое 
множество (т, содержащее Е и такое, что внешняя мера раз- 
ности С \ Е меньше в. 

Внеишиюю меру измеримого множества Е назовем мерой 
этого множества и обозначим символом, |Е]. 

Из этого определения следует, что мера множества Ё равна 
нулю тогда и только тогда, когда равна нулю внешняя мера 
этого множества. 

Докажем ряд утверждений, выясняющих основные свойства, 
измеримых множеств. 

Теорема 8.2. Всякое открытое множество измеримо, пруи- 
чем мера его равна сумме длин составляющих его попарно не 
пересекающихся интервалов. 

Доказательство очевидно (достаточно в определении изме- 
римости взять С = Е и заметить, что точная нижняя грань 
с(5) достигается на покрытии 5, совпадающем с разбиением Е 
на сумму попарно непересекающихся интервалов). 


Теорема 8.3. Сумма конечного или счетного числа изме- 


римыхл множеств является измеримым множеством. 
©.® 


Доказательство. Пусть ЕЁ = |.) Е», причем каждое ЕР» 
п=1 
измеримо. Фиксируем произвольное = > 0. Для каждого множе- 
ства Ри найдется содержащее его открытое множество С'„ такое, 
что 


со 
Положив С = |) Со, заметим, что множество Е содержится в а 
п=1 


со 
и что разность С \ Е содержится в сумме |) (С, \ Е»). Но то- 
п=1 
гда из свойства 2° внешней меры (см. предыдущий пункт) и из 
неравенства (4.3) получим 


со со 
С\Е<У |Сь\ Е," <=> 2" =. 
п=1 п=1 


Теорема доказана. 
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Теорема 8.4. Всякое замкнутое множество Е измеримо. 

Доказательство. Проведем доказательство в два шага. 

1°. Сначала предположим, что множество Е ограничено. 
Фиксируем произвольное = > 0. Согласно свойству 4? внешней 
меры (см. предыдущий пункт) найдется открытое множество (и, 
содержащее Ри такое, что 


Ж Ж 
4“ < Е” +. (8.4) 
Согласно свойству 7° из $ 1 множество С'\ Е является открытым. 
Поэтому, согласно теореме 8.1, множество С \ Е представимо в 


©.® 
виде суммы С’ \ Р = |) А»; попарно не пересекающихся интер- 


п=1 
валов Ан. Теорема будет доказана, если мы установим, что 
©.®) 
САР =У А» <=. (8.5) 
п=1 


Для каждого интервала А = (а, 6) и для каждого числа а из 
ра 

интервала 0 < а < —>_ логоворимся обозначать символом А“ 

интервал ДА“ = (а+а, 6 - а), а символом А“ сегмент А“ = 


= аа, 6 -—а|. Если же а 2 -—“, то АД“ будет обозначать пу- 


стое множество, для которого |А“| = 0. Для каждого номера п 


положим Ей = |) Ай. Очевидно, что Е“ |* = [) [АЯ|. Множе- 
— К—1 К=1 
ство Ей, согласно свойству 6° из 8 1, является замкнутым. Так 


как это множество не имеет общих точек с замкнутым множес- 
твом РЁ, то (в силу свойства, 3° внешней меры) 
71а и Те Ж 
Пе = РМ +ЕЙ. (8.6) 
ВЕ а 
С другой стороны, поскольку множество Е, + Е (при лю- 


бом а > Ои для всех номеров п) содержится в @, то (в силу 
свойства 1° внешней меры) 


БР <" (87) 
Из (8.4), (8.6) и (8.7) получим, что 
ЕО + ШРИ ЗЕЕ (8.8) 


(для всех а > 0 и всех номеров п). Так как множество ГР огра- 
ничено и его внешняя мера |Е|* < сю, из (8.8) получим, что 


[27 |* < Е (8.9) 


(для всех а > 0 и всех номеров п). Переходя в (8.9) к преде- 
лу сначала при а —» 0 -+ 0, а затем при п -* со, мы получим 
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неравенство (8.5). Тем самым для случая ограниченного множе- 
ства ЕК теорема, доказана. 
2°. Если замкнутое множество Ё’', вообще говоря, не является 


со 
ограниченным, то мы представим РЁ в виде суммы Е = [|] ЁЕ,, 

п=1 
где Р» — пересечение замкнутых множеств Ри |-п, п]. Согласно 
доказанному в первом шаге каждое РЁ,» измеримо (ибо оно зам- 
кнуто и ограничено), а поэтому в силу теоремы 8.3 измеримо и 
множество Р. Теорема полностью доказана. 


Теорема 8.5. Если множество Е измеримо, то и его до- 
полнение СЕ измеримо. 

Доказательство. По определению измеримости множе- 
ства Е для любого номера п найдется содержащее Ё открытое 
множество (и, для которого 


С \ Е <-. (8.10) 
у) 


Пусть ЕР, = ССь. Поскольку СЁ \ СЕ> = Е2 \ Е\ для любых 
множеств Ё1т и Ё2 (проверьте это сами), то СЕ\СС„ =С,\Еи, 


стало быть, СЕ \ Е, =С„ \ Е. Из последнего равенства следует, 
что для любого номера п 


СЕ\ |] ЕСС, \ Е. (8.11 
К=1 


(Напоминаем, что запись Ё1 С Ё2, означает, что Ё1 принадле- 
жит Ёо.) 

Из (8.11) и из свойства 1° внешней меры получим, что для 
любого номера п 
ж 


СЕ\ ОЕ < а, \Е”*, 
К=1 


а, из последнего неравенства и из (8.10) получим, что 


со Ж 
1 
СЕ\ | В;| <- 
п 
К=1 
(для любого номера 1). Но это означает, что внешняя мера, а 


©.® 
стало быть, и мера множества Ро = СЁЕ\ (/] Е» равна нулю, т. е. 


К=1 
©.®) 
множество СЁ равно сумме измеримых множеств Ри |.) Ё№» 
К=1 


(последнее множество измеримо в силу теорем 8.4 и 8.3). Теоре- 
ма доказана. 
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Следствие. Для того чтобы множество Е было измеримо, 
необходимо и достаточно, чтобы для любого положительно- 
го числа Е нашлось замкнутое множество Е, содержащееся в 
Е и такое, что внешняя мера разности Е \ Е меньше в. 

Доказательство. Измеримость множества Ё эквива- 
лентна измеримости СЁ (теорема 8.5), т. е. эквивалентна тре- 
бованию, чтобы для любого = > 0 нашлось открытое множест- 
во С’, содержащее СЕ и такое, что [С \ СЁЕ\* < ;. Но указанное 
требование (в силу тождества Сл \ СЕ> = Е2 \ Е!) эквива- 
лентно требованию, чтобы для любого = > 0 нашлось замкнутое 
множество РЁ = СС, содержащееся в Ё и такое, что |Е \ Е\ = 
= СЕ\СЕ\) =|С \СЕ\ < в. Следствие доказано. 

Замечание 1. Содержащееся в только что доказанном 
следствии условие измеримости может быть принято за новое 
определение измеримости, эквивалентное определению, сфор- 
мулированному в начале этого пункта. 

Теорема 8.6. Пересечение конечного или счетного числа 
измеримых множеств является измеримым множеством. 


Доказательство. Будем обозначать пересечение мно- 
со со 


жеств ЕР, Е2,... символом [\ Ею. В силу тождества [) Е, = 
со п=1 п=1 

= С] (_] СЕ» (проверьте это тождество сами) доказываемая 
п=1 


теорема сразу вытекает из теорем 8.3 и 8.5. 

Теорема 8.7. Разность двух измеримых множеств явля- 
ется измеримым множеством. 

Доказательство вытекает из тождества А \ В = 
= А[)(СВ) и из теорем 8.5 и 8.6. 

Переходим теперь к доказательству основной теоремы тео- 
рии меры. 

Теорема 8.8. Мера суммы конечного или счетного числа 
попарно непересекающихтся измеримых множеств равна сумме 
мер этих множеств. 


со 
Доказательство. Пусть Е = |) Е», причем множест- 
п=1 
ва №» измеримы и попарно не пересекаются. Рассмотрим отдель- 
но два случая. 

1) Сначала предположим, что все ЕЁ, ограничены. За- 
метим, что для случая, когда все РЁ» замкнуты и их — конеч- 
ное число, доказываемая теорема сразу вытекает из свойства 3° 
внешней меры (см. п. 1 этого параграфа). 

Пусть теперь Ри — произвольные ограниченные попарно не- 
пересекающиеся множества. 

В силу следствия из теоремы 8.5 для любого = > 0и для каж- 
дого номера 1 найдется замкнутое множество Ри, содержащееся 
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Е 
в Е, и такое, что №) |Е \Е,| < 57. Так как все множества 
И? 


Р» ограничены, замкнуты и попарно не пересекаются, то для 
любого конечного т в силу сделанного выше замечания 


со 7 
|] |= У Е. (8.12) 
п=1 п—=1 


С другой стороны, из равенства В = (Е» \ Е,) (] Е, вытекает 
(в силу свойства, 2° внешней меры), что || < Е \ ЕВ - || < 


< Е + 5 так что 


т т 
Ув «У + (8.13) 
п=1 п—=1 


(для любого конечного 7%). Из (8.12) и (8.13) заключаем, что для 
любого конечного т 
7 


УЕ < 


п=1 


+ =. (8.14) 


т, 
Ц № 
п=1 


Учтем теперь, что сумма всех множеств Ри содержится в Ё. 
Отсюда, следует, что для любого номера т 


т, 
Ц № 
п=1 


так что (в силу (8.14)) для любого номера т 


< Е, 


7 
УЕ. < В +=. (8.15) 
п=1 
Переходя в (8.15) к пределу при т -} со, мы получим, что 
со 
У Е < Е +, 
п=1 
и, стало быть, на основании произвольности = > 0 


©О 
УЕ, < |Е|. (8.16) 
п—=1 


1) Так как измеримость всех фигурирующих в доказательстве множеств 
нами уже установлена, то мы можем всюду вместо верхней меры писать 
просто меру. 
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©.®) 
Теперь остается заметить, что из равенства суммы () Ем мно- 
п=1 
жеству Ё и из свойства 2° внешней меры вытекает обратное 
неравенство 


Е<У` Е, (8.17) 
п—=1 


Из неравенств (8.16) и (8.17) вытекает утверждение доказывае- 
мой теоремы (для случая ограниченных множеств Ри). 

2) Пусть теперь множества Е» не являются, вооб- 
ще говоря, ограниченными. Тогда мы обозначим сим- 
волом Е^ ограниченное множество Е^ = Е, (Е -1< || < К) 
(напомним, что знак [|] означает пересечение). 


©.®) ©.®) 
Из равенства Е = |.) |.) Е" и из рассмотренного выше слу- 


чая следует, что ИАА 
со с со 
К 
Е =». Е =» |. 
п=1 &=1 п=1 


Теорема полностью доказана. 

Замечание 2. Фундаментальное свойство меры, уста: 
навливаемое теоремой 8.8, называется о-аддитивностью 
меры. 

Для того чтобы сформулировать еще одно свойство меры, 
введем новое понятие. 

Определение 2. Назовем множество Е множеством 
типа Су, если Е представимо в виде пересечения счетного 
числа открытых множеств ап, и множеством ти- 
па ЕЁ, если Е представимо в виде суммы счетного числа зам- 
кнутыхт множеств Ёь. 

Теорема 8.9. Если множество Е измеримо, то найдутся 
множество Ел типа Ро, содержащееся в Е, и множество Е 
пита С’, содеросащее Е, для которых |Е1| = |Е| = |5]. 

Доказательство. В силу измеримости Ё и следствия из 
теоремы 8.5 для любого номера, п найдутся открытое множество 
С „, содержащее Ё, и замкнутое множество Ри, содержащееся в 
Е, такие, что 


ЕАК <-, |@\В<-. (8.18) 
У) У) 


©О ©О 
Положим Ё1 = |.) В», Е> = [| Сь. Так как для любого номера 


Е\НСЕ\ Е, Р№\ЕССО, \Е, 
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то в силу (8.18) и свойства 1° внешней меры 
1 1 
|Е\ Е <-=, |Е2\Е<-. 

п п 


В силу произвольности номера п отсюда следует, что [Е \Е\| = 0 
и |Е> \ Е| =0. Теорема доказана. 

Замечание 3. Отметим, что существуют неизмери- 
мые множества. Для их построения достаточно принять во 
внимание, что на единичной окружности существует счетное 


число попарно непересекающихся и конгруэнтных !) друг дру- 
гу множеств, объединение которых равно множеству всех точек 
этой окружности. Таковыми являются множество ЁРд всех точек 
окружности, любые две из которых нельзя совместить друг с 
другом поворотом на угол п. а, где п — любое целое, а © — фик- 
сированное иррациональное число, и все множества Рщ, 
которые получаются из Ро поворотом на угол п : а. Если бы Ё0 
было измеримо, то были бы измеримы и все множества Ри, при- 


чем || = || для всех целых п. Но тогда в силу теоремы 8.8 
©.® 
мы получили бы, что 2л = ›` |ЁЕп|, что невозможно ни при 
Ию, ©) 


каком значении Рд. 
$ 3. Измеримые функции 


1. Понятие измеримой функции. Договоримся называть 
расширенной числовой прямой обычную числовую пря- 
мую —со < т < со с добавлением двух новых элементов —с®о 
и +со. Для распространения арифметических операций на, рас- 


ширенную числовую прямую договоримся считать, что а+ (+0) = 
= со, а + (-с) = —со (для любого конечного а); (+о°) + 
+ (+00) = + оо, (со) + (—сю) = — сю; (+00) — а = фою, (сю) — 


—а = —с (для любого конечного а), (+0) — (-оо) = оо, 

—со — (+00) = —со; а: (0) = +0 при а > 0, 0: (+0) = 0, ах 

со) = —со при а < 0; (+0) : (+со) = +ою, (+0) : (—со) = 

со, (—со) : (—-со) = +0, 0. (—сю) = 0, а: (—с) = —с при 

а > 0, а: (—с) = + со при а < 0: =® = (оо). 1 при любом 
а, а, 


а 
конечном а = 0, =_= О при любом конечном а. 
со 


Неопределенными остаются только следующие операции: 
©.9) 


(00) + (0), (+00) — (+09), (9) — (—0°), +. 


1) Под термином «конгруэнтные» в данном случае нужно понимать мно- 
жества, одно из которых может быть совмещено с другим посредством по- 
ворота в плоскости окружности на некоторый угол. 
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Всюду в дальнейшем в этой главе мы будем рассматривать 
функции, определенные на измеримых множествах обы ч- 
ной числовой прямой и принимающие значения, принадлежа- 
щие расширенной числовой прямой. 

Примером такой функции может служить 


—с при < -1, 
(т) = О при -1<5<Ь 
+<0 при т>1. 


Договоримся всюду в дальнейшем обозначать символом 
Е [} удовлетворяет условию А|] множество всех принадлежащих 
Е значений т, для которых }(х) удовлетворяет условию А. 

Например, Е [] > а| — множество тех принадлежащих Е зна- 
чений т, для которых }(5) > а. 

Определение. Функция (т), определенная на измеримом 
множестве Е, называется измеримой на этом множе- 


стве, если для любого вещественмого числа а множество 
Е [7 > а| измеримо. 


Теорема 8.10. Для измеримости функции 1 (51) на множе- 
стве В необтодимо и достаточно, чтобы одно из следующих 
трех множеств 


Е} >а, Еф<а, Е! <а (8.19) 
было измеримо при любом вещественном (С. 


Доказательство. 1) Из определения измеримости функ- 
ции }(т) из элементарных соотношений 


ви>а= ву >а+1| 
п=1 


ви>а= ПЕ >а-1 


и из теорем 8.3 и 8.6 вытекает, что измеримость (при любом ве- 
шественном а) множества Е |] > а| является необходимым и дос- 
таточным условием измеримости функции {(5) на множестве Ё. 

2) Из соотношения Ё []} <а = Е \ Е Ё Ра и из теорем 8.3 
и 8.7 вытекает, что измеримость (при любом вещественном а) 
множества, Ё |] < а | является необходимым и достаточным усло- 
вием измеримости функции }(т) на множестве Ё. 

3) Наконец, из соотношения В {1 <а| = Е\ Е} > а, из тех 
же теорем 8.3 и 8.7 и из доказанного в 1} вытекает, что измери- 


мость (при любом вещественном @&) множества, Ё |} < а| являет- 
ся необходимым и достаточным условием измеримости функции 
1(т) на множестве Ё. Теорема доказана. 
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Замечание. В силу теоремы 8.10 измеримость (при лю- 
бом вещественном а) любого из трех множеств (8.19) можно 
принять за новое определение измеримости функции }(х) на 
множестве А, эквивалентное определению, сформулированному 
выше. 

2. Свойства измеримых функций. 

1°. Если функция }(х) измерима на множестве Е, то она 
измерима и на любой измеримой части РА множества Е. 

Доказательство непосредственно вытекает из тождества 
Е 2 а = Е1[] Е} >а и из теоремы 8.6. 

2°. Если множество В представляет собой конечную или 
счетную сумму измеримых множеств Еп и если функция {1 (т) 
измерима на каждом множестве Еи, то 1(1) измерима и на 
множестве Ё. 

Доказательство непосредственно вытекает из тождества 


ЕТ >2а| = и Е, 2 а] и из теоремы 8.3. 


3°. Любая функция (т) измерима на множестве Е меры 
нулъ. 

В самом деле, любое подмножество множества меры нуль 
измеримо и имеет меру нуль. 

Определение 1. Две определенные на измеримом множе- 
стве Е функции ]1(1) и 2Р(т) называются эквивалент- 
ными на этом множестве, если множество Е [} = =| име- 
ет меру нуль. 

Для обозначения эквивалентных (на множестве Ё) функций 
1(1) и =(х) часто используют символику Е 

4°. Если функции 1 (т) и 2(х) эквивалентны на, множестве Е 
и функция (т) измерима на Е, то и функция 2(х) измерима 
на Е. 
Доказательство. Положим № = Е } 2, В =Е\ 9. 
Так как на Ё! функция 2(1) совпадает с }(5), то (в силу свой- 
ства, 1°) 2(т) измерима на ЁЕ1. Согласно свойству 3° 2(т) изме- 
рима и на Ёо, а поэтому, согласно свойству 2°, (т) измерима и 
на №. 

Определение 2. Мы будем говорить, что некоторое свой- 
ство А справедливо почти всюду на множестве Е, 
если множество точек Е, на котором это свойство несправед- 
ливо, имеет меру нуль. 

Следствие из свойства 4°. Если функция {(х) непре- 
рывна почти всюду на измеримом множестве Е, то }(тх) из- 
мерима на Е. 

Доказательство. Заметим сначала, что если функция 
1(т) непрерывна на замкнутом множестве РЁ, то (5) измерима 
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на РГ, ибо множество ЕР |} > а| при любом вещественном а за 


мкнуто, а стало быть, и измеримо. Предположим, что }(х) не- 
прерывна на произвольном измеримом множестве Ё почти всю- 
ду и обозначим через В подмножество всех точек разрыва }(5), 
имеющее меру нуль. 

В силу свойств 2° и 3° достаточно доказать измеримость {(т) 


на множестве Ё1 = Е \ В. Согласно теореме 8.9 найдется мно- 
жество Ё> типа Ёу (см. п. 2 8 2), содержащееся в Ё\ и такое, 
что |Е2| = |Е1| =|Ё|. В силу тех же свойств 2° и 3° достаточно 
доказать, что }(х) измерима на множестве Ро. Но Е> (как мно- 
жество типа Ву) представимо в виде счетной суммы замкнутых 
множеств Ри, на каждом из которых }(т) непрерывна и потому 
(в силу сделанного выше замечания) измерима. А тогда в силу 
свойства 2° функция }(т) измерима на Ро. 


Замечание. Подчеркнем, что непрерывность Ффунк- 
ции /(1) почти всюду на множестве Е следует отличать от эк- 
вивалентности } (т) на множестве Е непрерывной функции. Так 
функция Дирихле }(х) = 1, если х рационально, и }(1) = 0, ес- 
ли х иррационально, не является непрерывной ни в одной точке 
сегмента |0, 1] (см. гл. 4 вып. 1), однако эта функция эквива- 
лентна на сегменте |0, 1] непрерывной функции 2(1) = 0, ибо 
1(т) = =(х) только на множестве всех рациональных точек сег- 


мента, [0, 1], которое счетно и потому имеет меру нуль П). 

3. Арифметические операции над измеримыми функ- 
циями. Прежде всего докажем следующую лемму. 

Лемма 1. 1) Если функция ]1(1) измерима на множест- 
ве Е, то и функция |] (1)| измерима на этом множестве. 2) Ес- 
ли (т) измерима на множестве Е, а С — любая постоянная, 
то каждая из функций (т) +С и С: 1 (х) измерима на мно- 
жестве Е. 3) Если }(х) и 2(т) измеримы на множестве Ё, то 
мноэжество Е |} > =| измеримо. 


Доказательство. 1) Достаточно учесть, что для любого 
неотрицательного а 


в >а=ЕГ>аЦЕЦ < -а 


и привлечь теорему 8.3. Если же а < 0, то В||]| > а| совпадает 
с Ви также измеримо. 
2) Достаточно для любого вещественного а воспользоваться 


1) Тот факт, что счетное множество точек имеет меру, равную нулю, вы- 
текает из теоремы 8.8 и из того, что мера множества, состоящего из одной 
точки, равна нулю. 
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соотношениями 
ЕТ + С 2а| =ЕУ2а-С} 
в > = при С > 0, 
ЕС. Е>а| = С 
в! <“ при С>0 


Если же С = 0, то С’. }(1) = 0 и также измерима. 
3) Пусть {гк } — все рациональные точки бесконечной прямой 
(—со, со). Достаточно учесть, что 


ви> = О(ЕИ> ПЕ <) 


и воспользоваться теоремами 8.3 и 8.6. Лемма доказана. 
Опираясь на лемму 1 докажем следующую теорему. 
Теорема 8.11. Если функции (т) и 2(т) принимают, на 

множестве Е конечные значения и измеримы на этом множес- 

тве, то каждая из функций {(х)—=(х), }(х)+2(т), 1(х)-2(х) и 

1(1)/2(х) (для частного }(х)/=(т) дополнительно требуется, 

чтобы все значения (1%) были отличны от нуля) измерима на 

мноэкестве Е. 

Доказательство. 1) Для доказательства измеримости 
разности }(х) — 2(5) достаточно заметить, что для любого ве- 
щественного а множество Е |] — 2 > а| совпадает с измеримым 
(в силу леммы 1) множеством Е |} > #+а|. 

2) Для доказательства измеримости суммы {(5)-+2(5х) доста: 
точно учесть, что {+= = 1 -—(—2) и что функция 2(5) измерима 
согласно лемме 1. 

3) Чтобы доказать измеримость произведения двух измери- 
мых функций, убедимся сначала, что квадрат измеримой функ- 
ции является измеримой функцией. В самом деле, если а < 0, то 
множество Е [}^ > а| совпадает с Е и потому измеримо. Если же 
а > 0, то множество Е [1? > а| совпадает с измеримым (соглас- 
но лемме 1) множеством Ё ||} | > а]. Из измеримости квадрата 
измеримой функции и из измеримости суммы и разности изме- 


римых функций, в силу соотношения }-= = Не: +2)? — =( —=)?, 


вытекает измеримость произведения }(5)2(5). 

4) В силу измеримости произведения двух измеримых функ- 
ций для доказательства измеримости частного }/= достаточно 
доказать измеримость 1/2, но она вытекает из теорем 8.3 и 8.6 
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и из соотношения 


Ев> ОЕ <-| при а< 0. 
а, 


Теорема полностью доказана. 

4. Последовательности измеримых функций. Докажем 
несколько важных утверждений, относящихся к последователь- 
ностям измеримых функций. 


Теорема 8.12. Если {}»(х)} — последовательность измери- 
мых на множестве Е функций, то как нижний так и верхний 


пределы этой последовательности ') являются измеримыми 
на множестве Е функциями. 

Доказательство. Сначала убедимся в том, что если по- 
следовательность {2„(1)} состоит из измеримых на множестве Ё 
функций, то каждая из функций °) Ф(1) = шЁ! (т) и 4(2) = 

п 
= заре„(т) является измеримой на множестве Е. Достаточно 


п 
принять во внимание соотношения 


Еф <а]| = фе Е [в <а|, 


Еф > 4] = О Е. > 4 


и использовать теорему 8.3. 
Обозначим теперь нижний и верхний пределы последова: 


тельности {]»(2)} соответственно через }(5) и } (2). Для дока- 


зательства измеримости ] (5) и }(1) на множестве Е достаточно 
заметить, что 


(г) = зар [шЁ Л(2) |, Те) = вы {зар 
п>1 `К?2п п>21`&>2п 
и воспользоваться доказанным выше утверждением. Теорема до- 
казана. 


1) В гл. 3 вып. 1 доказано существование нижнего и верхнего пределов 
у любой ограниченной последовательности. Здесь мы договариваемся счи- 
тать, что если последовательность не является ограниченной снизу (сверху), 


то ее нижний (верхний) предел равен —со (+00). 
2) Запись ф(х) = шЁр»(х) означает, что в каждой точке х значение ф(х) 
И? 


является точной нижней гранью значений в этой точке 21(х), 22(х), ... 
Аналогичный смысл имеет запись ф(т) = зир 2. (5). 
И? 
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Теорема 8.13. Если последовательность измеримых на 
множестве Е функций {},(т)} сходится почти всюду на Е 
к функции ]1(1), то функция (т) измерима на множестве Е. 

Доказательство. В случае, когда последовательность 
{№(х)} сходится к }(х) не почти всюду, а всюду на Ё, ут- 
верждение теоремы об измеримости {(5) сразу вытекает из тео- 
ремы 8.12. Если же { „(х)} сходится к }(х) всюду на Е, кроме 
множества, Ео меры нуль, то [(1) измерима на Е \ Ру в силу 
теоремы 8.12 и измерима на Ё№о как на множестве меры нуль 
(свойство 3° из п. 2), и потому измерима на множестве Ё = 
= (Е \ Ро) (.) Ро (в силу свойства, 2° из п. 2). Теорема доказана. 

Введем теперь важное понятие сходимости последовательно- 
сти по мере на данном множестве. 

Определение. Пусть функции (т) (п = 1,2,...) и (5) 
измеримы на множестве Е и принимают почти всюду на Е 
конечные значения. Говорят, что последовательность 1 (т) 
сходится к (т) по мере на множестве Е, если для любого 
положительного числа Е 


Ш ВА =0 (8.20) 


т. е. если для любых положительных Е и д найдется номер № 
такой, что при п > М справедливо неравенство |Ё ||1—}Ё| > {|| < 9. 

А. Лебег доказал следующую теорему. 

Теорема 8.14. Пусть Е — измеримое множество конечной 
меры, и пусть функции (т) (п =1,2,...} и} (5) измеримы на 
множестве ЕЁ и принимают почти всюду на Е конечные значе- 
ния. Тогда из сходимости последовательности 1} (т)} 
к /(1) почти всюду на Е вытекает сходимость { №(1)} к 1(:) 
и по мере на множестве Е. 

Доказательство. Положим А = Ё||}| = +0, А, = 


- В, | = +0], ВЕЕ\ В [Ш А =Л, СЕА+В+ (А, 
оо п=1 


Тогда по условию теоремы |С] = 0 и всюду вне множества С 
последовательность { »(1)} сходится к }(5) и все функции (т) 
и /(1) имеют конечные значения. 
Для произвольного = > 0 положим ВР = ЕЁ - № > Е, 
©.®) 
В» = |] Е». Тогда, поскольку Е» содержится в Ви, справедли- 
К=п 
во неравенство || < |Вв|, и для доказательства (8.20) доста- 
точно доказать, что |Вп| — 0 при п —$ осо. 
Обозначим через К пересечение всех множеств Вл, Во, ... 
и убедимся в том, что |Ви| -} |В| при п -— со. По построе- 
нию Аи-1 содержится в Ви для каждого номера, п и, стало быть, 
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для каждого номера п 


в, \ В = 0 (Вь\ ыы) 


причем множества, стоящие под знаком суммы, попарно не пере- 
секаются. Но тогда, в силу теоремы 8.8, для каждого номера п 


©О 
№\ =». |Вь\ Вы, (8.21) 
К=п 
И, В силу СХОДИМОСТИ ряда 


со 
в\Н=», В» \ Вин, 
К=1 
остаток этого ряда (8.21) стремится к нулю при п -» со. Итак, 
| В, \ В — 0 при п -» со. Но это в силу соотношения |В„| = 
= |В, \ В|+|В| означает, что |Ви| > |В| при п - осо. 

Теперь для доказательства (8.20) нам остается доказать, что 
|В| = 0. Для этого в свою очередь достаточно доказать, 
что В содержится в С. 

Пусть +0 — любая точка, не принадлежащая С. Тогда для 
фиксированного нами произвольного = > 0 найдется номер 
№ (50, =) такой, что |[,(т0) — }(х0)| < Е при п 2 №50, =). Но 
это означает, что при п 2 М№(т0, =) точка 10 не принадлежит Ри 
и тем более не принадлежит Аи и множеству В, являющемуся 
пересечением всех Ки. 

Итак, всякая точка 10, не принадлежащая С’, не принадле- 
жит и В. Но это и означает, что В содержится в С. Теорема 
доказана. 

Замечание. Подчеркнем, что из сходимости последова: 
тельности { „(т)} к функции ](1) на множестве Е по мере не 
вытекает не только сходимость { (1) } к }(х) почти всюду на Е, 
но даже сходимость {1 [„(т)} к }(х) хотя бы в одной точ- 
ке множества №. Достаточно рассмотреть пример, построенный 
вп. 3$ 2 гл. 1. Построенная в этом примере последовательность 
| (х)} расходится в каждой точке сегмента |0, 1], но поскольку 
каждая функция }»„(5%) отлична от нуля только на сегменте /,, 
длина которого стремится к нулю при п -* со, то последователь- 
ность {1 №(5)} сходится к функции (1) = 0 по мере на, сегмен- 
те [0, 1. 

Тем не менее Ф. Рисс Г!) доказал следующую теорему. 

Теорема 8.15. Пусть Е — измеримое множество конечной 
меры, и пусть функции (т)(п = 12,...) и Ех) измери- 


1) Ф. Рисс — венгерский математик (1880—1956). 
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мы на множестве Е и принимают, почти всюду на Е конеч- 
ные значения. Тогда, если последовательность { и(х)} сходит- 
ся к [(%) по мере на множестве Е, то из этой последова- 
тельности можно выделить последовательность, стодящуюся 
к }(х) почти всюду на Е. 

Доказательство. Не ограничивая общности, мы можем 
предположить, что функции (5) и /(1) принимают конечные 
значения не почти всюду, а всюду на Е (в противном случае 
мы ввели бы те же множества, А и Аш, что и при доказательстве 
предыдущей теоремы, и проводили бы все рассуждения для мно- 


жества Е \А\ |.) А»). Из сходимости { (т) к 1 (1) по мере на 
п—=1 


множестве Ё вытекает, что для любого номера А найдется но- 
мер пк такой, что для меры множества В = Ё |1 — }»,| 2 1/К 


справедливо неравенство |Е»| < 1/2*^. Положим, как и при дока 
со со 

зательстве предыдущей теоремы, В» = |.) Рь, В = [| В,. Тог- 
&=п п=1 


©.9) 
да в силу свойства внешней меры (см. п. 182) [Ви < У ЕЁ|, 
КП 


©.® 
так что |@„| < >У` 1/2" = 1/27". Таким образом, |В»| -} 0 при 
К=п 


п, —} со. Как и в предыдущей теореме, доказывается, что |Ви| - 
— |В| при п -} со. Тем самым мы получаем, что |В]| = 0. 

Остается доказать, что всюду вне В подпоследовательность 
{№,(2)} сходится к 1(15). Пусть 5 — произвольная точка Ё \ В. 
Тогда т не принадлежит множеству Км при некотором № = 
= М№(т). Но это означает, что х не принадлежит Ех при К > 
> М№(т). Иными словами, |}(т1) — №,(5)| < Ш/Ё при К > М№(т). 
Теорема доказана. 


$ 4. Интеграл Лебега 


1. Понятие интеграла Лебега от ограниченной функ- 
ции. Назовем разбиением измеримого множества Ё всякое 
семейство ТГ конечного числа измеримых и попарно непересе- 
кающихся подмножеств Ё1, №2,..., На множества Ё, состав- 
ляющих в сумме множество РЁ. 

Для обозначения разбиения множества Ё будем использо- 
вать символ Т = {Е}. или более краткий символ Т = {Еь}. 

Рассмотрим на измеримом множестве А конечной меры про- 
извольную ограниченную функцию }(5). Для произвольного 
разбиения Т = {Еь} множества Ё обозначим символами Мь 
и тк соответственно точную верхнюю и точную нижнюю грани 
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функции }(т) на частичном множестве Ёх и введем в рассмо- 
трение две суммы 


п п 
бт = У МыЕк| И вт = У ть Е! 
К=1 К=1 


называемые соответственно верхне й и нижней суммами 


разбиения Т = {Ёь}. 
Сразу же отметим, что для любого разбиения Т = 1Ёь} 


< 5т. (8.22) 


Для любой ограниченной на множестве конечной меры Ё 
функции }(т) как множество всех верхних сумм {5т}, так и 


множество всех нижних сумм {3т} (отвечающих всевозможным 
разбиениям Т = {Ё»} множества Е) ограничено. Поэтому су- 
шествует точная нижняя грань множества {5т}, которую мы 
обозначим символом [ и назовем верхним интегралом 


Лебега, и точная верхняя грань множества {5т}, которую мы 
обозначим символом [Г и назовем нижним интегралом 


Лебега. 

Определение. Ограниченная на множестве конечной ме- 
ры Е функция {(х) называется интегрируемой (по Ле 
бегу) на этом множестве, если Г = Г, т. е. если верхний и 
нижний интегралы Лебега этой функиии совпадают. 

При этом число Г=Т называется интегралом Ле- 
бега от функции }{ (5х) по множеству Е и обозначается сим- 


волом 
Г Л(т 
Е 


Остановимся на некоторых свойствах верхних и нижних сумм 
и верхних и нижних интегралов Лебега. 
Договоримся называть разбиение Т* = {Е}, измель- 


— п Ч 
чением разбиения Т = {Еь}#_|, если для любого номера $ 
(1 =1,2,..., т) найдется номер и(1), удовлетворяющий нера- 
венствам 1 < и(й) < пи такой, что Е; содержится в Ед». 

Номер и(?) может оказаться одним и тем же для различных 
номеров $1, причем сумма множеств Ё* по всем номерам $, для 
которых р ) равняется одному и тому же номеру К, равна, оче- 
видно, множеству Ну, т. е. 

* — 
1] Е =Е,. (8.23) 
и(1)= 


Далее договоримся называть разбиение Т = {Е,; ь произ- 


ведением разбиений Т! = {ЕЙ и 12 = {Е )}, если Т 
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состоит из множеств ЁР;, представляющих собой пересечения все- 
Е и Е) р. 
Возможных ар множеств Рф’ и №’, т. е. если каждое Ё»; рав- 


но ЕЙ Иа ЕС ‚ причем перебираются всевозможные комбинации 
номеров р и а. 

Очевидно, произведение Тдвух разбиений Т\| и Т5 являет- 
ся измельчением каждого из разбиений Т! и 15 (причем любое 
другое разбиение Т', являющееся измельчением как 'Г\, так и >, 


само является измельчением Т). 

Справедливы следующие свойства верхних и нижних сумм 
и верхних и нижних интегралов. 

1°. Если разбиение Т* является измельчением разбиения Т, 
то 3т < т», ЭТ* < 9Т. 

Доказательство. Проведем доказательство для верх 
них сумм (ибо для нижних ‚сумм оно проводится совершенно 


аналогично). Пусть [*= {Е}. является измельчением разбие- 
ния Г={Еь} р, и пусть М; — точная верхняя грань } (1) на мно- 
жестве Ё* (1=1,2,..., т), а М — точная верхняя грань }(т) 
на множестве Ех (К =1,2,..., п). 

По определению измельчения для каждого номера 1 (1 = 
=1,2,... ‚ т) найдется отвечающий ему номер #(1), удовлетво- 
ряющий неравенствам 1 < (1) < п и такой, что Ё* содержится 
в Е,(), причем сумма множеств Ё; по всем номерам %, для ко- 
торых и(т) равно одному и тому же номеру К, удовлетворяет 
равенству (8.23). Добавим к этому, что для всех номеров 1, для 


которых и(1) равняется одному и тому же номеру А, справедливо 
неравенство 


М* < М, (8.24) 


(ибо точная верхняя грань на подмножестве не превосходит точ- 
ную верхнюю грань на всем множестве). 
Из определения верхней суммы и из соотношений (8.23) 


(8.24) мы получим, что 1) 


7 
5: = МИЕН= У; >) мивН| < 
1=1 


К=1 ‘и(1)= 


п 
Ум, У ПЕН| = У Мы = 5т. 
1 


и(1)=К &=1 


1) Мы учитываем. что из (8.23) и из того. что множества ЕЁ’ попарно не 
у 9 9 4 


пересекаются, в силу теоремы 8.8 вытекает, что »` [Е |= |Еь|. 
и(1)=Е 
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2°. Для двут совершенно произвольных разбиений ТТ и Т> 
справедливо неравенство 3т, < эть. 


Доказательство. Пусть Г — произведение разбиений Т\ 


и ]2. Так как ТГ является измельчением каждого из разбиений Т\ 
и ][2, то в силу свойства, 1° справедливы неравенства, 


ЭТ: < 577; 5 < 5ТЬ. (8.25) 


Из неравенств (8.25) и (8.22) вытекает, что т, < 5Тт.. 

3°. Вертний и нижний интегралы Лебега связаны соотно- 
шением [< [. 

Доказательство. Фиксируем произвольное раз- 
биение 15. Так как для любого разбиения Т\ (в силу свойства 2°) 
справедливо неравенство 3зт, < эть, то число оть, является о д- 
ной из верхних граней множества {3т, } всех нижних суммы, и, 
стало быть, точная верхняя грань [1 указанного множества 
удовлетворяет неравенству 1 < ©т,. Так как последнее неравен- 
ство справедливо для произвольного разбиения 15, то число [ 
является одной из нижних граней множества { 5т, } всех верх- 


них сумм, и, стало быть, точная нижняя грань /[ указанного 
множества удовлетворяет условию /[ < [. 


Следствие. Всякая функция, интегрируемая по Риману, 
является интегрируемой по Лебегу, причем интегралы Лебега 
и Римана от такой функици совпадают. 


Доказательство. Пусть }(х) интегрируема на Ё = [а, 6] 
по Риману (а стало быть, и ограничена на, этом сегменте). Обо- 
значив для такой функции символами Ги [Г нижний и верх- 
ний интегралы Лебега, и символами Гри Тв нижний и верхний 
интегралы Дарбу (см. гл. 10 вып. 1), мы получим следующие 
неравенства !) 


Тв <Т<ТСХ Ть. (8.26) 


Если функция интегрируема, по Риману, то для нее Г» = Г, а 
стало быть, в силу (8.26) [ = Г, т. е. эта функция интегрируема 
по Лебегу. Более того, при [р = Гв из (8.26) вытекают равенства 
Тв =Г= Т = Гр, т.е. вытекает совпадение интегралов Римана 


и Лебега, ибо первый из этих интегралов равен числу Гь = Гв, 


а второй — числу [ = [. 
В следующем пункте мы покажем, что класс функций, инте- 
грируемых по Лебегу, является более широким, чем класс функ- 


1) Ибо любое разбиение Е =[а, В] на частичные сегменты включается в 
класс разбиений множества Ё в смысле Лебега. 
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ций, интегрируемых по Риману. При этом выяснится целесооб- 
разность введения измеримых функций. 

2. Класс интегрируемых по Лебегу ограниченных 
Функций. Докажем следующую основную теорему. 

Теорема 8.16. Каково бы ни было измеримое множество Е 
конечной меры, всякая ограниченная и измеримая на множе- 
стве Е функция (т) интегрируема на этом множестве. 

Доказательство. Построим специальное разбиение мно- 
жества Ё, называемое лебеговским. Обозначив через М 
и т точные грани } (5) на множестве Ё, разобъем сегмент |7, М] 
с помощью точек т = 0 < 91 < 12 <... < чи = М на частичные 
сегменты [ук_1, Ук| (Е =1,2,..., п) и обозначим через д длину 
наибольшего из этих частичных сегментов, т. е. положим 

0 ‚тах „(у Ук—1). 
Лебеговским разбиением множества Ё назовем разбиение 
Т = {Е}, в котором Е1 = Е щ <} <ш, Е = Е ук < 
<} < ук при Е =2, 3, ..., п. 

Пусть от и 3зт-— верхняя и нижняя суммы, отвечающие 
лебеговскому разбиению Т и называемые лебеговскими 
верхней и нижней суммами. Заметим, что для любо- 
го номера А (Е =1,2,... ‚ п) справедливы неравенства 


Ув1 < ть < МЕ < \,, (8.27) 


в которых через Мь и тк обозначены точные грани }(х) на 
частичном множестве Ек. Умножая неравенства (8.27) на ме- 
ру |Е*| множества Ё\, и после этого суммируя их по всем номе- 
рам К =1,2,..., п, будем иметь 


п п 
У ук ИЕ < зт < р < У ук. 
= = 


Из полученных неравенств заключаем, что 


О 5т-—зт< 


п п п 
< ик | — У ув] = У (ук — ук) < ВЕ |. (8.28) 

К=1 К=1 К=1 

Так как для любого разбиения Т’справедливы неравенства 
т < Т<Т< 5т, то из (8.28) получим, что 

0<1-1<5Е.. (8.29) 

Поскольку д > 0 может быть фиксировано произвольно малым, 
то из (8.29) следует, что Г = Г. Теорема доказана. 
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Замечание 1. В дополнении 2 к этой главе мы докажем, 
что измеримость ограниченной на измеримом множестве А 
функции (5) является не только достаточным, но и необхо- 
димым условием интегрируемости этой функции по Лебегу на 
множестве Ё. 

Замечание 2. Пусть & (ЕЁ = 1,2,... ‚ п) — произволь- 
ный элемент частичного множества Ё» лебеговского разбие- 


ния ТГ. Сумму от(&к, }) = >} (+) -|Ек| будем называть лебе 
К=1 


говской интегральной суммой функции ](1). Так 
как при произвольном выборе точек &; на множествах Вх эта 
сумма заключена между нижней и верхней суммами соответ- 
ствующего лебеговского разбиения Т, то из неравенства (8.28) 


следует, что от(&к, 1) (вместе с 5т и эт) стремится при 9 0 к 
интегралу Лебега Г = Г = | }(х) ах. 
Е 


3. Свойства интеграла Лебега от ограниченной функ- 
ии. 


1°. [14х =|Е|. 
Е 


Для доказательства достаточно заметить, что для функции 
1 (т) = 1 как верхняя, так и нижняя сумма любого разбиения Т 


множества Е равна |Ё|. 


2°. Если функция 1(т) ограничена и интегрируема на мно- 
жестве Е конечной меры и @ — любое вещественное число, то 
и функция |а - 1(х)]| интегрируема на множестве Е, причем 


[< . 1(«)] ат = а: | (т) ах. (8.30) 
Е Е 


Доказательство. Для произвольного разбиения Т = 
= {Ек} множества Е обозначим верхнюю и нижнюю суммы 


функции /(5) символами бт и зт, а верхнюю и нижнюю суммы 


са) и (9) 


НКЦИИ |@а. т СИМВОЛАМИ И 5 . Тогда, очевидно, 
у Т Т 


(а) _ | ат при а20, (а) _ | @а:-эт при а?20, 
Т | азт при а<0, =] а. 5 при а< 0. 

(8.31) 

Если обозначить через Г и [ верхний и нижний интегралы функ- 

(а) т(а) . . 
ции (1), а через Г` ‘и Г‘°’ верхний и нижний интегралы функ- 
ции [а : }(т)|, то из (8.31) следует, что 
Та) _ а-Т при а >20, Га) — а. 1 при а 20, 
а. при а<0, и. 
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В силу интегрируемости }(х) справедливо равенство 
1=1= Ге) 4 
Е 
а потому из поравенсть т следует, что при любом а 


Это и означает, что интеграл в левой части (8.30) существует и 
что справедливо равенство (8.30). 

3°. Если каждая из функций Н(х) и (т) ограничена и ин- 
тегрируема на множестве конечной меры Е, то и сумма этих 
функций [1 (х) + (т интегрируема на множестве ЕЁ, причем 


Дл 2) + }2(т Да» = Ла ут + (а) (8.33) 


Доказательство. Положим Т(х у = /1(5)-+ 2(5), и пусть 
Т = {ЁЕк} — произвольное разбиение множества Ё. Обозначим 
для функции } (1) точные грани на частичном множестве Еу, че- 
рез Му и тк, верхнюю и нижнюю суммы разбиения Т через $т 
и эт, верхний и нижний интегралы Лебега, через Г и Г. Анало- 
гичные величины для функций ]1(5) и (5) обозначим теми же 
символами, что и для }(1), но с индексами (1) и (2) соответ- 
ственно. 

Заметим, что точная вертияя (точная нижняя) грань сум- 


мы не больше (не меньше) суммы точных верхних (точных 
нижних) грачей слагаемых. Отсюда следует, что для любого 
номера А 


инт сих < М < М+М 
и, стало быть, для любого разбиения ТГ 
5+ 50) < я < 5 < 50) +50. 


Из последних неравенств в свою очередь следует, что 


1) + 19 <1<Т<1 +19 (8.34) 
Так как и пилу ииитегрируомости (5) и ]2(5)) 
Го =Т® = Гл(о)ат, 19 =Т® = Года 
Е 


то из (8.34) получим, что 
ТТ [ле + [Ь®) 4 
72% 72% 


Но это и означает, что интеграл в левой части (8.33) существует 
и что справедливо равенство (8.33). 


9 В.А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 
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Следствие. Непосредственно из 2’ и 3° вытекает л и- 
нейное свойство интеграла: если каждая из функ- 
ций (т) и ]12(х) ограничена и интегрируема на множестве 
конечной меры Е и если а и В произвольные вещественные 
числа, то функция [а (т) + В№(т)| интегрируема на множе- 
стве Е, причем 


Пал (т) + В. (2) т = а] л(2) а + В] (т 
Е Е Е 


4°. Если функция }(х) ограничена и интегрируема на каж- 
дом из непересекающихся множеств конечной меры ЕР ц Е>, 
то (т) интегрируема и на сумме Е множеств Е1 и Е2, при- 
чем 


Г У(2) ах = | 1(=) аз + | Т(т) ах. (8.35) 
Е Ел Е 


Это свойство обычно называют аддитивностью интег- 
рала. 

Доказательство. Заметим, что объединение произволь- 
ного разбиения [1 множества ЁРл и произвольного разбиения 15 
множества Е> образует разбиение Т множества Ё = Ё1 (.] Е>. 
Обозначим верхние суммы {[(5), отвечающие разбиениям Т\, 15 
и Т, соответственно через 5т,, 5т, и 9т, а нижние суммы {}(т), 
отвечающие разбиениям Т1, 15 и Г, соответственно через 37, 
т, и эт. Тогда, очевидно, 


ют = т, - 5ТЬ, 8Т = 87Т, + 9Ъ.. (8.36) 


Обозначим верхний и нижний интегралы функции } (т) на мно- 


жестве Ру через то и ГО, на множестве ЁР> через 72) и 12) и 
на множестве Ё через Г и Г. 

Из равенств (8.36) и из того, что точная верхняя (точная 
нижняя) грань суммы не больше (не меньше) суммы точных 
верхних (точных нижних) граней слагаемых, заключаем, что 


10+ 12 <<< +1. (8.37) 


Так ак (в силу Сы 1(2) на Е! и на Е>) 1® = 
= 1(2) ах, 1) = = 1 (5) 4х, то из (8.37) получим, 


что 


Но это и означает, что интеграл, стоящий в левой части (8.35), 
существует и что справедливо равенство (8.35). 
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5°. Если каждая из функций Н(х) и (т) ограничена и ин- 
тегрируема на множестве конечной меры ЕЁ и если всюду на 
этом множестве Н(т) > (т), то 


[ 11 (2) ах > | Р2(т) ах. (8.38) 
Е Е 


Доказательство. Так как все нижние суммы функции 
Е(т) = Н(х) — №2(х) неотрицательны, то [Г > 0. Отсюда следует, 


что | Р(х) ах = ] (5) 4х — ] [2(х) 4х > 0 (существование этого 


интеграла и написанное нами равенство вытекают из уже дока- 
занного нами линейного свойства). Тем самым (8.38) доказано. 

4. Интеграл Лебега от неотрицательной неограничен- 
ной функции и его свойства. Теперь мы переходим к опре- 
делению интеграла Лебега для случая, когда измеримая функ- 
ция }(т) не является ограниченной. Сначала будем считать, 


что 1(1) > 0 всюду на множестве конечной меры Е. 
Для любого № > 0 положим 


(Л) (т) = пи М, 1(5)}, (8.39) 
1м(Х) = (Рю) ат. (8.40) 


Заметим, что для любой измеримой на множестве Ё функ- 
ции /(5х) функция (8.39) также является измеримой Г) и по- 
тому интеграл (8.40) существует. Отметим также, что из (8.39) 
и (8.40) вытекает, что [м(]) возрастает с увеличением М. 

Определение. Если существует конечный предел Гм(}) 
при № —} со, то функция }(т) называется суммируемой 
(по Лебегу) на множестве Е, а указанный предел называется 
интегралом от функции } (т) по множеству Е и обозна- 
чается символом | }(х) 4х. 


Е 
Итак, по определению 


[Г Л(х) ах = Ша Тм(р). 
Е 


М> со 


Убедимся в том, что если неотрицательная на множестве Е 
функиия (т) суммируема на этом множестве, то }{(х) мо- 
жет, обращаться в +с0 только на подмножестве Е, имеющем 
меру нуль. В самом деле, положим Ро = Е |} = -+ © и учтем, 


1) Ибо для любого вещественного а является измеримым множество 


_) Е > а] приа < №, 
Е (Гм >а] = | пустое множество приа > №. 


9* 
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что из (8.40) и (8.39) (в силу свойств 4° и 5° из предыдущего 
пункта) вытекает цепочка, неравенств 


ту) = Ок) аь > Гмадак > | Маг > МЕ 
Е Ео Ео 


Но из неравенства [м(}) > МЕ | следует, что предположение 
|5 | > 0 привело бы к тому, что а [м(}) был бы равен со. 
—с 


Добавим к этому, что всякая функция {(х) суммируема на 
множестве меры нуль. (Этот факт очевиден.) 

Переходя к выяснению общих свойств суммируемых функ- 
ций, прежде всего отметим, что для неотрицательных сумми- 
руемых функций справедливы свойства 2°-5°, установленные 
в предыдущем пункте для ограниченных интегрируемых функ- 
ций 

В качестве примера приведем доказательство свойства, 3°. Из 
(8.39) сразу же вытекают следующие неравенства: 


(1) м/2(2) + (№5) м/2(2) < (А + Р)м(2) < (Н)м(х) + (12) (2), 


справедливые при любом М > 0 в любой точке т множества, Ё. 


Интегрируя эти неравенства по множеству Е 2), мы и установим 
свойство 3” для произвольных неотрицательных суммируемых 
функций Л и 2. 

Доказательство для таких функций остальных свойств 2°—5° 
предоставим читателю. 

Перейдем к выяснению еще двух фундаментальных свойств 
произвольных неотрицательных суммируемых функций. 

Теорема 8.17 (свойство полной аддитивности, ) . Пусть 
множество Е представляет собой сумму счетного числа по- 
парно непересекающихтся измеримых множеств Въ, т. е. Е = 

©.® 


= |] Р+. Тогда справедливы следующие два утверждения. 
К=1 
Г. Если неотрицательная функция 1(х) суммируема на мно- 
жестве Е, то 1(т) суммируема и на каждом множестве Ех, 
причем справедливо равенство 


со 
Ге) аг = > | ада (4) 
Е К=1Еь 
П. Если неотричательная на множестве Е функция {(т) 
суммируема на каэюдом множестве Ву; ц если ряд в правой ча- 
сти (8.41) сходится, то функция }(х) суммируема и на мно- 
жестве Е и для нее справедливо равенство (8.41). 


1) Постоянная а в свойстве 2° должна быть при этом неотрицательной. 


2) При этом мы используем свойства 5° и 3° для ограниченных интегри- 
руемых функций. 
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Доказательство. 1) Сначала докажем теоремы Ги П 
для ограниченной неотрицательной интегрируемой функ- 
ции } (т). Пусть существует постоянная М такая, что }(5) < М 

©.®) 


всюду на Е. Положим В, = [)] Еки заметим, что в силу 
К=п-1 
со 
теоремы 8.8 |В„| = >, |Ек| 0 (при п - со). Но тогда на 
=п-1 


основании свойств 4°, 5? и Г 


]Л(х = — >: Г ) ах = | 1(г) 4 < М [| аа = мВ, 0 
Е в, в, 


ТЕ, 


(при п -* со). Последнее соотношение доказывает теоремы [ и 
П для случая ограниченной интегрируемой функции. 

2) Докажем теперь теорему [ для произвольной неотрицатель- 
ной суммируемой функции. Суммируемость (1) на и Еь 
сразу же вытекает из неравенства |(})м(5) 45 < 1) т) ах 

Е 
и из неубывания по М№ интеграла в левой его части. Остает- 
ся доказать равенство (8.41). С помощью доказанного в п. 1) 
и неравенства (})м(5х) < /(х5) получим 


(Л) м(т р = [Л <> Гл) (8.42) 


Е ТЕ, ТЕ, 


Переходя в последнем неравенстве к пределу при № -$} со, будем 
иметь 
] 1(2) 4х <> ] 1(х (8.43) 
Е ТЕ, 


С другой стороны, в силу свойств, доказанных в предыдущем 
пункте, для любого номера т 


(Л) м(т ш = Г 2 Г т, 


Е ТЕ, ТЕ, 


и устремляя в последнем неравенстве сначала, М к со, а уж затем 
т к со, мы получим неравенство 


Г 1(х) ат >> Г) 
Е 


ТЕ 


которое в соединении с (8.43) доказывает (8.41). 
3) Докажем, наконец, теорему П для произвольной неотри- 
пательной суммируемой функции. Заметим, что достаточно 
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доказать только суммируемость }(т) на множестве Е (ибо ра- 
венство (8.41) будет при этом вытекать из уже доказанной нами 
теоремы П). 

Но суммируемость } (5) на Е сразу же вытекает из неравенст- 
ва (8.42) и из сходимости ряда в правой части этого неравенства. 
Теорема полностью доказана. 

Теорема 8.18 (свойство абсолютной непрерывности 


интеграла). Если функция }(х) неотрицательна и суммиру- 
ема на множестве ЕЁ, то для любого положительного Е най- 
дется положительное число 9 такое, что, каково бы ни было 
измеримое подмножество е множества Е с мерой |е|, менъ- 
щей д, справедливо неравенство 


[7(2) ах < =. 


Доказательство. 1) Пусть сначала неотрицательная 
функция }(х) ограничена, т. е. найдется М такое, что 
1 (т) < М. Тогда, (на основании свойств установленных в преды- 


дущем пункте) 


пог «м | = Ма < Мб<е при < -.. 


2) Докажем теперь теорему для произвольной неотрицатель- 
ной суммируемой функции }(т). Фиксировав произвольное = > 
> 0, мы (на основании определения суммируемости) можем вы- 
брать № = М(=) такое, что 


(8.44) 


С помощью (8.44) и неравенства, (})м(5) < №, получим 


[иедах = [ад  (Фукеараг + | дуфдаг <Е+м[а = 


е е 


УМ. @ < 5+ М9 <, 


если только д < =Е/(2М№(Е)). Теорема доказана. 
В заключение укажем еше два свойства, справедливые ис- 
ключительно для неотрицательных суммируемых функций. 
Условие эквивалентности нулю неотрица- 
тельной суммируемой функции. Если функция { (т) 
неотрицательна, измерима и суммируема на множестве Е ц 


64 ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА 263 


если интеграл | }(х) 4х равен нулю, то функция }(х) эквива- 
Е 


лентна тождественному нулю на множестве Е. 
Доказательство. Достаточно доказать, что мера мно- 
жества Е |} > 0] равна нулю. Убедимся сначала в том, что для 
любого а > 0 равна нулю мера множества В. = Е} >а.. 
В самом деле, если бы мера |Е„| была положительна, то полу- 
чили бы неравенство |} (5) 4х > | }(х) 4х 2 аЕь > 0, противо- 
Е Е 


а 
речащее условию |} (5) 4х = 0. Теперь остается заметить, что 
Е 


©.®) 
справедливо равенство Ё [} > 0] = |) Е} > 1/Ё|, из которого 
К=1 


следует что [Е > 0] < >| > МК] = 


Мажорантный признак суммируемости не- 
отрицательной измеримой функции. Ёсли функ- 
ция Н(х) неотрицательна и измерима на множестве Е’, а функ- 
ция р2(х) суммируема на Е и если всюду на Е справедливо нера- 
венство Н(х) < (1), то и функция Н(х) суммируема на мно- 
сестве 

Доказательство. И заметить, что 


м 2) ах < ] (15) м <] 


и учесть, что интеграл, стоящий в левой части последнего нера- 
венства, является неубывающей функцией №. 

5. Интеграл Лебега от неограниченной функции про- 
извольного знака. Предположим теперь, что измеримая функ- 
ция (5) не является, вообще говоря, ограниченной на множе- 
стве Р/ и принимает на этом множестве значения любых знаков. 

Введем в рассмотрение две тгнеотрицательные функции 


Г" (2) = 5) + (2)) и Га) = (а) - 12). 


первая из которых }"(5) совпадает с }(х) на множестве Е [1 > 
0] и равна нулю на множестве Е |} < 0], а вторая }` (1) совпа- 
дает с —](1) на множестве Ё |] < 0] и равна нулю на множестве 
ЕЙ > 0]. Очевидно, }"(2) +} (2) = |1(2)|, (т) - Л (2) = 
= /(х). 

Определение. Функция |(т) называется суммируе- 
мой на множестве Е, если на этом множестве суммируе- 
ма каждая из неотрицательных функций и ) иг (1). При 
этом разность интегралов | 1"(т) ах — ] Т (т) Ат называется 

Е 
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интегралом Лебега от функции {(х) по множеству Е 


и обозначается символом | 1 (1) ах. 
Е 
Итак, по определению 


Г Г(2) ах = | Р'(х) ах - [Г (®) ах. (8.45) 
Е Е Е 


Вместо термина «суммируемая функция» часто употребля- 
ют термин «интегрируемая функция». 

Совокупность всех суммируемых на множестве Ё функций 
обычно обозначают символом Г(Е) или ГЛ(Е). Запись }(5) Е 
Е Г(Е) означает, что }(%) принадлежит классу Г(Е), т. е. явля- 
ется измеримой и суммируемой на множестве № функцией. 

Подчеркнем, что измеримая на множестве ЕЁ функция {1 (т) 
суммируема на В тогда и только тогда, когда суммируема 
на Е функция |} (т)|. 

В самом деле, если /(1) суммируема на Е, то по определению 
каждая из функций }"(т) и | (1) суммируема на Е, а стало 
быть, и сумма указанных функций /\(5) +] (5), равная |1 (5)|, 
суммируема, на Ё. Если же суммируема на множестве Ё функ- 
ция |{(5)|, то из измеримости на ЕЁ каждой из функций |" (т) 
и | (2) и из неравенств /+(2) < |/ (2), /- (2) < |), в силу 
мажорантного признака суммируемости неотрицательной изме- 
римой функции (см. конец предыдущего пункта), вытекает, что 


каждая из функций }"(т) и | (1) суммируема на Е, а это и 

означает, что функция }(х) суммируема на множестве В. 
Таким образом, для интеграла Лебега, (в отличие от интегра- 

ла Римана) интегрируемость функции } (т) эквивалентна интег- 


рируемости |}(1)|. 
Перейдем к вопросу о свойствах произвольных сумми- 


руемых функций. 

Сразу же отметим, что для произвольных суммируемых 
функций справедливы свойства 2°—5°, установленные в п. 3 для 
ограниченных интегрируемых функций и в п. 4 для неотри- 
цательных суммируемых функций. Справедливость указанных 
свойств для произвольных суммируемых функций сразу же выте- 
кает из равенства (8.45) и из справедливости указанных свойств 
для неотрицательных суммируемых функций. 

Наконец, для произвольных суммируемых функций остают- 
ся справедливыми свойства полной аддитивности и абсолютной 
непрерывности интеграла, Лебега, (доказательство этих свойств 
для неотрицательных суммируемых функций составляло содер- 
жание теорем 8.17 и 8.18 из предыдущего пункта). Приведем 
формулировку и краткие указания по поводу доказательства 
ЭТИХ СВОЙСТВ. 
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Теорема 8.17* (свойство полной аддитивностыи). 
Пусть множество Е представляет собой сумму счетного чис- 
ла попарно непересекающихтся измеримых множеств Ву, т. е. 


со 
Е = |] Е». Тогда справедливы следующие два утверждения. 


К=1 
Г. Если функция }(х) суммируема на множестве Е, то 1(т) 
суммируема и на каждом множестве Ру, причем справедливо 
равенство (8.41). 
П. Если функция (т) измерима и суммируема на каждом 
множестве Ву и если стодится ряд 


УЛ и (= аз, 


К=1Ё 


то ](1) суммируема на множестве Е и справедливо равен- 


ство (8.41). 

Для доказательства, теоремы [ достаточно применить теоре- 
му 8.17, Гк неотрицательным функциям }"(т) и } (т) и вос- 
пользоваться равенством (8.45). 

Для доказательства теоремы П достаточно учесть, что в си- 
лу теоремы 8.17, П функция |] (5)| суммируема на Е. Но тогда 
и }(х) суммируема на Е и в силу уже доказанной теоремы 1 
справедливо равенство (8.41). 

Теорема 8.18* (свойство абсолютной непрерывности 
интеграла). Если функция }(х) суммируема на множестве 
Е, то для ллюбого положительного Е найдется положителъ- 
ное число д такое, что каково бы ни было измеримое подмно- 
жество е множества Е с мерой |е|, меньшей 9, справедливо 


| 7(2) ах| < Е. 


е 
Для доказательства достаточно применить теорему 8.18 к 
неотрицательной функции |}(т)| и воспользоваться неравенст- 


вом Лл(е) аз < (2) а. 
е е 
6. Предельный переход под знаком интеграла Лебега. 
Определение. Будем говорить, что последовательность 
суммируемых на множестве Е функций {1 № (т)} сходится к 


суммируемой на этом же множестве функции (т) в КЕ), 
если 


неравенство 


Ш ||/»(5) — 1(2)| 4х = 0. (8.46) 


ПО р 


Сходимость последовательности 1 },(1)} в [(ЁЕ) обеспечива- 
ет возможность почленного интегрирования последовательно- 
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сти {м (5 } на а Е, ибо из (8.46) вытекает, что 


ить] Ри ) а = ] 2) 


 Замотим, что если последовательность измеримых и сум- 
мируемиых на множестве Е функциа {1 „(х)} сходится к изме- 
римой и суммируемой на Е функции 1(т1) в ГЕ), то {№(т)} 
сходится к }(т) и по мере на Е. 

В самом деле, фиксировав произвольное = > 0 и обозначив 
через Е„ множество Ё ||} — №| > =|, будем иметь 


У») — Лаз 2 ] 12) — 1(ж)| ах 2 =, 
Е Ел 


так что из (8.46) следует, что |Еп| —$ 0 при п -$ с®. 

Таким образом, сходимость по мере на Ё является более сла- 
бой, чем сходимость в (Е) (и, как уже установлено выше, более 
слабой, чем сходимость почти всюду на Е). 

Докажем, однако, что при дополнительных предположениях 
из сходимости по мере на, Е будет следовать сходимость в [(Ё). 

Теорема 8.19 (теорема Лебега). Если последователь- 
ность измеримых на множестве Е функций { № (х)} сходится 
к измеримой на Е функции 1 (5) по мере на Е и если существу- 
ет суммируемая на множестве Е функция Е(т) такая, что 
для всех номеров п и почти всех точек Е справедливо неравен- 
ство |№1(х)| < Е(х), то последовательность 1 и(х)} сходится 


к 1 (т) в Г(Е). 

Доказательство. Сначала убедимся, что предельная 
функция {(т) сама удовлетворяет почти всюду на Е неравен- 
ству |}(т)| < Е(т). Из теоремы 8.15 вытекает, что из после- 
довательности {1 „(т)} можно выделить подпоследовательность 
№№, (1)} (К =1,2,...), сходящуюся к (5) почти всюду на Е. 
Переходя в неравенстве |]»,(т)| < Е(т) к пределу при К —> 
— со, мы и получим, что |}(5)| < Е(5х) для почти всех точек Е. 
Из доказанного нами неравенства и из мажорантного признака 
суммируемости неотрицательной измеримой функции (см. ко- 
нец п. 4) следует, что }(т) суммируема на Е. 

Фиксировав произвольное = > 0 и обозначив через Ри мно- 


жество Е [|{ — №| > Е|, будем иметь 1) 

Е Еп Е\Е» 
< | Е(х)а-+=&Е|. 
Ет 


1) Мы учитываем при этом, что |» (2) — }(2)| < 2Е(1) почти всюду на Е. 
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Из этого неравенства и из произвольности Е > 0 вытекает, что 
для установления сходимости {1 №(х)} к }(1) в (Е) достаточно 
доказать, что Ши | Е(5) 45 = 0, но это сразу вытекает из тео- 
ор, 
ремы 8.18* об абсолютной непрерывности интеграла, и из того, 
что по условию |ЁР.| — 0 при п -» со. Теорема доказана. 
Следствие (теорема Лебега о предельном переходе 
под знаком интеграла). Если последовательность измери- 
мых на множестве Е функций { »(т)} стодится почти всюду 
на Е к предельной функции | (т) и если существует суммируе- 
мая на множестве ЕЁ функция Е(х) такая, что для всех номе- 
ров п и почти всех точек Е справедливо неравенство | №(х)| < 
< Е(х), то }(х) суммируема на Е и 


ша | 1»(2) ат = | }(х) ах. (8.47) 
Е Е 


Доказательство. Из теоремы 8.13 вытекает измери- 
мость }(5%) на множестве Е. После этого достаточно заметить, 


что из сходимости почти всюду на Е вытекает (в силу теоремы 
8.14) сходимость по мере на ЕЁ, и привлечь теорему 8.19. 
Теорема 8.20 (теорема Б. Леви). Пусть каждая функ- 


ция (т) измерима и суммируема на множестве Е, и пусть 
для всех номеров п и для почти всех точек множества ЕЁ спра- 
ведливо неравенство »(т) < м41(х). Пусть далее существу- 
ет постоянная М такая, что для всех номеров п справедливо 


Г №» (5) ат 


Е 
множества Е существует конечный предел Шиа (5) = (т), 
п—?со 


неравенство < М. Тогда для почти всех точек т из 


причем предельная функция }(х) суммируема на множестве Е 
и справедливо равенство (8.47). 


Доказательство. Не ограничивая общности, можно 
считалтъ, что все »(7) неотрицательны почти всюду на Ё 
(иначе вместо }„(х) мы взяли бы неотрицательные функции 
(т) = №(т) - Н(5)). Так как последовательность {1 №(5)} не 
убывает почти всюду на Ё, то почти во всех точках Ё определе- 
на предельная функция { (1), которая принимает в этих точках 
либо конечные значения, либо значения, равные со. Если мы 
докажем, что эта предельная функция суммируема на множе- 
стве Ё, то из этого будет следовать, что }(5) почти всюду на Ё 
имеет конечные значения, т. е. будет следовать сходимость 
последовательности {1 },(1)}1 к (1) почти всюду на Е, а 
отсюда и из неравенства (т) < 1(5) (почти всюду на Е), в 
силу следствия из предыдущей теоремы, будет вытекать равен- 


ство (8.47). 
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Итак, для доказательства теоремы достаточно установить 
суммируемость предельной функции }(т) на множестве Е. 
Заметим, что для любого М№М > 0 последовательность !) 
{(№)м(х)} сходится к (})м(т) почти всюду на Е, причем огра- 
ниченная функция (})м(х) суммируема на Е и для всех номе- 
ров 7 и почти всех точек Е справедливо неравенство (1) м№(5) < 
< (1) м(2). 
то обеспечивает применимость к последовательности 
{(№)м(х)} следствия из предыдущей теоремы, в силу которого 


а /(Л)м (2) 42 = (ма) г. 


Из этого соотношения и из неравенства, 2) 
] Ль(=) аз > ] (»)м (2) ах 
Е Е 


заключаем, что 


Иша] 12) ат > |(Р)м(т) ах, 
Е Е 


и поскольку | »(5) 41 < М для всех номеров п, то и 
Е 


Дм) 4х < М. (8.48) 


Из неравенства (8.48) и из неубывания по М интеграла в левой 
части этого равенства вытекает существование предела 


Шт (У) м(2) ах, 
72% 


п—?со 
которое и означает суммируемость /(5) на множестве Е. Теоре- 
ма доказана. 

Сформулируем теперь теорему 8.20 в терминах функцио- 
нального ряда (в таком виде эта теорема имеет широкое при- 
менение). 

Если каждая функция и,(х) неотрицательна почти всюду 


на множестве Е, измерима и суммируема на этом множе- 
стве и если сходится ряд 


1) Напомним, что для любого М > 0 и для любой функции Е(х) мы пола 
гаем (Р)м(х) = шш {М№, Е(5)}. 
") Это неравенство следует из того, что (}№)^ (2) = шш {М№, 1, (х)}. 
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то почти всюду на Е сходится ряд 


Уи» (2), (8.49) 


причем сумма 5(х) ряда (8.49) суммируема на множестве Е и 
удовлетворяет, условию 


[5(х) аз = у [Г иъ(5) ах 
Е 


п=1Е 


Теорема 8.21 (теорема Фату). Если последователь- 
ность измеримых и суммируемых на множестве Е функций 
{№ (х)} сходится почти всюду на Е к предельной функции 1 (т) 
и если существует постоянная А такая, что для всех номе- 


ров п справедливо неравенство | |}№(х)| 4х < А, то предельная 
Е 
функиия (т) суммируема на множестве Е и для нее справед- 


ливо неравенство | |1(5)| 41 < А. 
Е 


Доказательство. Введем в рассмотрение функции 
(1) = Е |№(2)| ) и заметим, что каждая функция 2,(7) 
2п 


неотрицательна, и измерима 2) на множестве Е и что последо- 
вательность {2„(х)} убывает на множестве Ё и для почти всех 
точек Ё сходится к |](1)|. Кроме того, для любого номера п 
всюду на множестве Ё справедливо неравенство 


81 (2) < |1 (2), (8.50) 


из которого (в силу мажорантного признака суммируемости не- 
отрицательной измеримой функции, см. конец п. 4) вытекает 
суммируемость 2„(х) на множестве Е. Применяя к последова- 
тельности {2,(5)} теорему 8.20, мы получим, что 


Па в] 8 (2) ) ах = У А) 2. (8.51) 


Так как для любого номера п, в силу (8.50), » 2.(т) ах < 
< ||» (2)| 4х < А, то из (8.51) получим, что Ге )| 4х < А. 
Е Е 


Теорема доказана. 


1) Эта запись означает, что для каждого 5 значение р» (т) является точной 
нижней гранью значений |№(т)|, | №-1(1)|, ... 

2) Измеримость в» (5) на Е вытекает из теоремы 8.12 предыдущего пара- 
графа. 
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7. Классы Лебега ГР(Е). Напомним, что линейное про- 
странство В называется нормированным, если выпол- 
нены следующие два требования: 1) известно правило, посред- 
ством которого каждому элементу } пространства В ставится 
в соответствие вещественное число, называемое нормой этого 
элемента и обозначаемое символом ||] ||», 2) указанное правило 
удовлетворяет следующим трем аксиомам: 


1°. в > 0, если #0 1), в = 0, если {= 0. 


2°. Ав = |А| || для любого элемента, } и любого веще- 
ственного числа А. 

3°. Для любых двух элементов } и # справедливо так назы- 
ваемое неравенство треугольника || +2 < |1 |+ 
+ 181. 

Будем рассматривать в линейном нормированном простран- 
стве В произвольную последовательность элементов { №}. 

Определение 1. Последовательность 1 1} элементов ли- 


нейного нормированного пространства В называется фун- 
даментальной, если 


Ш |» = Лк =0. 
т>2п 


п—>со 


Определение 2. Говорят, что последовательность {р} 
элементов линейного нормированного пространства В сто- 
дится в В к элементу этого пространства |, если 


Пи |1 — Ув =0. 


Такого рода сходимость называют еше сходимостью по 
норме или сильной сходимостью в. 

Легко доказать, что всякая стодящаяся в В последователь- 
ность элементов 1],} всегда является фундаментальной. В 
самом деле, если существует некоторый элемент } такой, что 
1. — Л|ь > 0 при п — со, то из неравенства треугольника 


[т — в < М — Ив + М - 


сразу же следует, что 
Ши |1» — в = 0. 
т>2п 
п со 


Естественно возникает вопрос о том, является ли всякая фун- 
даментальная последовательность элементов {1} сходящейся 
в В к некоторому элементу } пространства В. 


1) 0 обозначает нулевой элемент линейного пространства В 
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Определение 3. Линейное нормированное пространство В 
называется полным, если всякая фундаментальная после- 
довательность элементов {1 м} пространства В сходится в В 
к некоторому элементу | этого пространства. 

В настоящем пункте мы рассмотрим важный класс линей- 
ных нормированных пространств, введенных Лебегом, и дока- 
жем полноту этих пространств. 

Пусть вещественное число р удовлетворяет условию р > 1. 

Определение 4. Будем говорить, что функция {1 (5) при- 
надлежит классу (или пространству) [Р(Е), ес- 
ли функция 1(1) измерима на множестве Е, а функция |} (т)? 


суммируема на этом множестве "). 

Легко убедиться, что при любом р > 1 класс ГР(Е) являет- 
ся линейным нормированным пространством, если в нем ввести 
норму с помощью соотношения 


1/ 
Пе = ЛЬ = (ПУР) 


Линейность такого пространства очевидна. Легко проверить спра- 
ведливость аксиом 1°—3° из определения нормированного про- 
странства. Аксиома 1° сразу вытекает из условия эквивалент- 
ности нулю неотрицательной суммируемой функции (см. конец 
п. 4). Аксиома 2° совершенно очевидна. Аксиома 3° при р = 1 
очевидна, а при р > 1 вытекает из установленного в дополне- 


нии | кгл. 10 вып. 1 неравенства Минковского 2) 
1/р 1/р 1/р 
(|И(е) + аб) 4) < (Лига ++ (Г |2 (т)? 4) 
Е Е Е 


Локажем теперь следующую основную теорему 3). 
Теорема 8.22. При любом р > 1 пространство ГР(Е) яв- 
ляется полным. 


1) При этом мы не будем различать эквивалентных на множестве Е функ- 
ций, рассматривая их как один элемент Г/7(Е). 


2) В указанном дополнении неравенство Минковского установлено для 
случая интеграла Римана. В случае интеграла Лебега достаточно устано- 
вить это неравенство лишь для ограниченных функций }(х) и 2(т), а для 
таких функций доказательство его проводится по той же схеме, что и для 
интеграла Римана (достаточно рассмотреть лебеговское разби- 
ение множества Е ). 

3) В специальной форме (относящейся к так называемой тригонометриче- 
ской системе) эта теорема была доказана в 1907 г. Ф. Риссом и независимо 
от него Фишером. В 1909 г. Вейль заметил, что связь с тригонометрической 
системой несущественна и дал приводимую нами более общую формулиров- 
ку (дляр= 2). 


2772 МЕРА И ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА ГЛ. 8 


Доказательство. Пусть { ,(5)} — произвольная фунда- 
ментальная последовательность элементов пространства, [2 (Е). 
Положим 


п — 5ИРр | т — Др 


т>2п 


(точная верхняя грань величины ||} — ||» берется по множе- 


ству всех т, удовлетворяющих неравенству т > п). Из усло- 
вия фундаментальности последовательности { м} вытекает, что 
=, —? 0 при п -} со. Отсюда следует, что можно выбрать под- 
последовательность номеров пк (Ё =1,2,...) такую, что будет 


сходиться ряд 1) 
со 
У ет. (8.52) 
К=1 


Из установленного в дополнении 1 к гл. 10 вып. 1 неравенства 
Гёльдера 2) 


ГЛ) -водаг < (Гира). (Пава) " 


(р >11 а= -Р_} вытекает, что при р > 1 


1/ 
ыы (2 — ль (т) < [а (2) — Л. (2 | (Л наз) < 
Е Е 


р—1 
Е, || Р › 


а из последнего неравенства, и из сходимости ряда (8.52) выте- 
кает сходимость ряда, 3) 


У [Пим — №, (т )| ах. (8.53) 


Я 


1) Достаточно взять Пк таким, чтобы выполнялось неравенство =, < 2-®. 


2) В указанном дополнении неравенство Гёльдера установлено для интег- 
рала Римана. В случае интеграла Лебега достаточно установить это нера- 
венство лишь для ограниченных функций }(т) и 2(т), но для таких функ- 
ций это доказательство проводится по той же схеме, что и для интеграла 
Римана (достаточно рассмотреть лебеговское разбиение мно- 
жества Е). 

3) При р = 1 неравенство Гёльдера применять не нужно, ибо ряд (8.53) 
совпадает с (8.52). 
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Из сходимости ряда (8.53) и из теоремы 8.20 (см. формулировку 
этой теоремы в терминах ряда) заключаем, что почти всюду на 
Е сходится ряд 


>. 1 (2) — Лк (2), 
К=1 


а стало быть, и ряд 
Пи (2) + У. [о (2) —_ ДГ, (2). 
К=1 


Но это означает, что А-я частичная сумма указанного ряда, рав- 
ная },..(т) сходится почти всюду на Ё к некоторой функ- 


ции ] (7). Далее, поскольку ||[т(7) — Ги, (2)|, < Ет при любом 


номере т и любом пк 2 т и поскольку []т(5) — },(5)|] > 
— []т(х) — 1(1)| при К -} со почти всюду на Е, то по теоре- 
ме Фату 8.21 ||1ш(т) — Л(т)|, < ет (при любом номере т), а 


это и означает сходимость последовательности {1 }и(х)} в ГР(Е) 
к } (т). Теорема доказана. 

8. Заключительные замечания. Центральным моментом 
теории Лебега является замкнутость относительно операции 
предельного перехода и в теории измеримых множеств (теоремы 
8.3 и 8.8), и в теории измеримых функций (теорема 8.13), и в 
теории интеграла, (теорема, 8.22). 

Мы проводили все изложение для случая одной переменной. 
В случае п переменных схема построения теории остается той 
же самой, но за исходное (основное) множество вместо интер- 
вала (а, 6) следует взять открытый п-мерный параллелепипед 

п 


[[ (ак < мк < 6.) (для чисел ак допускаются значения —с0, а 
К=1 

для чисел 6, — значения +0). В п-мерном случае качественно 
новым моментом теории является только так называемая теоре- 
ма Фубини о сведении п-кратного интеграла Лебега к повторно- 
му интегралу меньшей кратности. Мы не будем останавливаться 
на этой теореме. 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ 
ИНТЕГРИРУЕМОСТИ ПО РИМАНУ 
Не ограничивая общности, будем рассматривать функции, определен- 
ные на сегменте [0, 1]. Для каждой такой функции }(т) введем так назы- 


ваемые функции Бэра т(т) и М(х), являющиеся в каждой точке со- 
ответственно верхним и нижним пределами в этой точке рассматриваемой 
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функции }(1) '). Итак, по определению 
т(=) = Вы {(у), — М(=) = Ша Ку). 


ут ут 


Заметим, что функции Бэра можно определить и по другому: 


"(г = „Ва, | 6 ЛУ, Ме) = „Ша, зар Ло] 


6—0-0 |5(5х) 9—0--0 95 (т) 


где 05 (%) — д-окрестность точки 1 (в случае, если т — граничная точка [0, 1], 
вместо д-окрестности следует брать соответсгвенно правую или левую д-по- 
луокрестность точки т). 


Очевидно, функция }(х) непрерывна в точке хо тогда и только тогда, 
когда (то) = т(то) = М (то). 

Теорема 8.23. Для того чтобы ограниченная на сегменте [0, 1] функ- 
ция }(х) была интегрируема по Риману на этом сегменте, необходимо и 
достаточно, чтобы эта функция была непрерывной почти всюду на сег- 
менте [0, 1]. 

Доказательство. Для любого номера п разобьем сегмент [0, 1] 

к -1 К 
на 2” интервалов д = (7— 5) (К =1, 2, 3, ..., 2”) и введем в рас- 
т т 
смотрение две ступенчатые функции ф„(т) и Ф„(т), полагая на каждом 
интервале д”) функции ф„(х) и Ф„(т) соответственно равными Ш (и) 
А т 
| 
и зир } (у), а в точках К/2" (К =1,2,..., 2”) обе функции фь(х) и Ф„(т) 
д‘) 
равными нулю. Тогда для каждой точки х = К/2", взяв стягивающуюся 
к 1 последовательность интервалов д, мы получим, что 


Вто. фи (х) = т(т), Ио. Ф„(х) = М(т). (8.54) 


Таким образом, сходимость (8.54) имеет место почти всюду на сегмен- 
те [0, 1]. Так как ступенчатые функции ф„(х) и Ф„(х) заведомо измеримы 
на [0, 1], то из (8.54) и из теоремы 8.13 следует, что и функции Бэра т(х) 
и М(т) измеримы на [0, 1]. 

Из (8.54) получим, что почти всюду на [0, 1] 


По [$ (2) — фи(+)] = М (+) — т(а). 


Из последнего соотношения в силу следствия из теоремы 8.19 вытекает, 
что ?) 
1 


Пт /[Ф, (5) -— ф. (2) ах = Им(а) — т(х)| ах. (8.55) 


п—со 0 


Остается заметить, что 


Га» (е) 4х = 5», ] р») 4х = зп, (8.56) 


1) В случае, если в произвольно малой окрестности точки 5 функция }(5) 
не ограничена снизу (сверху), мы полагаем нижний (верхний) предел /(х) 
в этой точке равным —со (+5). 


2) В дальнейшем все интегралы в дополнении 1 понимаются в смысле Ле- 
бега. 
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где 5, и 3», — соответственно верхняя и нижняя суммы Дарбу, отвечающие 
разбиению {А} (К =1, 2, 3,..., 2”). 
Из (8.55) и (8.56) следует, что 
Шт (5» — 8.) = [М (&) — т(ж)] ах, 


п—со 0 


так что (в силу гл. 10 вып. 1) необходимое и достаточное условие инте- 
1 

грируемости по Риману приводится к равенству |[М(5) — т(5)|ах = 0. 
о 


Но последнее равенство в силу условия эквивалентности нулю неотрица- 
тельной измеримой и суммируемой функции (см. п. 4 8 4) означает, что 


М (+) —- т(х) = 0 почти всюду на [0, 1]. Теорема доказана. 


ДОПОЛНЕНИЕ 2 


НЕОБХОДИМОЕ И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ 


ИНТЕГРИРУЕМОСТИ ОГРАНИЧЕННОИ ФУНКЦИИ 
ПО ЛЕБЕГУ 

Теорема 8.24. Для того чтобы ограниченная на измеримом мноэже- 
стве Е функция 1(х) являлась интегрируемой на этом множестве по 
Лебегу, необходимо и достаточно, чтобы эта функция была измерима на 
множестве Е. 

Доказательство. Доказательство достаточности составляет со- 
держание теоремы 8.16, поэтому в доказательстве нуждается лишь необ- 
ходимость. 

Пусть функция }(т) ограничена и интегрируема по Лебегу на измери- 
мом множестве РЁ. Это означает, что верхний и нижний интегралы Лебега 
от этой функции равны друг другу, и, стало быть, существует последова- 
тельность разбиений Т» = {Е} множества Ё такая, что соответствую- 


щие последовательности верхних {5 } и нижних {3% } сумм удовлетворяют 
условию 5» — $. < 1/п, причем каждое последующее разбиение Т = (Е 2} 


является измельчением предыдущего разбиения Ти_1 = (Е (ип }. (Для по- 


строения такой последовательности разбиений достаточно там, где это необ- 
ходимо, брать произведение вводимых разбиений.) 
Напомним, что по определению 


— (п) (п) — (п) (п) 
5» = > М, ‘[ЕБ = > т” |Еь” |, 
р р 
где М (”) и т”) — соответственно точная верхняя и точная нижняя гра- 
ни }(т) на множестве Е. 
Определим две последовательности функций {],(1)} и { Л, (2)}, по- 
Е? .. (п) (п) 
ложив функцию ] (т) равной М, она множестве Е, ’, а функцию } (т) 
т) Е ®) 
равной т; ’ на множестве Е’ °. 

Очевидно, что для каждого номера п обе функции ]„(т) и } (1) изме- 
римы на множестве Ё (ибо эти функции являются линейными комбинаци- 
ями характеристических функций измеримых множеств Е). 

Кроме того, очевидно, что последовательность {}„(1)} не возраста- 


ет, а последовательность { { (х)} не убывает на множестве Е, причем для 
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любого номера п в каждой точке множества Е справедливы неравенства, 


1. (2) < (=) < Х, (2). (8.57) 
Положим {(1) = и }. (х), (=) = ит 7, (=). Из (8.57) заключаем, что в 
каждой точке х Г” Г” 


(=) < 1 (2) < =), (8.58) 


причем в силу теоремы 8.13 функции }(т) {(=) измеримы на множестве В. 


Из теоремы Б. Леви 8.20 получим, что 


ит, Ри) —1 (2) ах = ЛУ) — 1(+)] Ах. (8.59) 


Из определения функций }, (т) и], (1) вытекает, что [ [1„(2)-/ (=)] 4х = 
Е 
= 6, — $8, причем по построению Ш (5, — 3.) = 0. В силу (8.59) это 
пс 
приводит к равенству /[7(5) — 1(1)] 4х = 0. 
Е 


Из последнего равенства и из неотрицательности и измеримости функ- 
ции | (2) — /(т)| в силу нп. 4 $ 4 получим, что ](5) — {(2) = 0 почти всюду 


на Е. Следовательно, в силу (8.58) }(х) = (2) = 1() почти всюду на Е, 
и поскольку функции {(т) и {(=) измеримы на множестве Е, то по свойст- 


ву 4° изп. 28 Зи функция /(5%) также измерима на множестве Ё. Теорема 
доказана. 


ГЛАВА 9 
ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРОВ 


В этой главе мы изучим специальный класс функций, кото- 
рый характеризуется общим наименованием «интегралы, зави- 
сящие от параметра». Представление об этих функциях можно 
получить, если проинтегрировать по 1 при каждом фиксирован- 
ном у функцию двух переменных т и у. В результате, очевидно, 
получится функция, зависящая от параметра, у. 

Естественно возникают вопросы о непрерывности, интегри- 
руемости и дифференцируемости таких функций. Эти вопросы 
будут изучены в настоящей главе. 

Совершенно ясно, что интегрирование по аргументу х не 
обязательно должно быть собственным — если область, в кото- 
рой задана функция }{(т, у), является бесконечной полосой П = 
= {а< х< ох, с<у < 4}, то интегрирование по 1 при фиксиро- 
ванном у будет производиться по полупрямой, и поэтому соот- 
ветствующий интеграл по переменной т будет несобственным. 
Таким образом, возникает понятие несобственных интегралов, 
зависящих от параметра. В этой главе будут изучены свойства 
таких интегралов. 

Подчеркнем, что всюду в этой главе изучаются функции, ин- 
тегрируемые по Риману, а не по Лебегу, и все интегралы, собст- 
венные или несобственные, понимаются в смысле Римана. 


$ 1. Собственные интегралы, зависящие от параметра 


1. Понятие интеграла, зависящего от параметра. Пусть 
в прямоугольнике П = {а <<, сХу < 4} определена функ- 
ция |(т, у), интегрируемая по х на сегменте а < т < 6 при 
любом фиксированном у из сегмента с < у < 4. В этом случае 
на сегменте с < у < 4 определена функция 


| 
Цу) = Г (х, у) 4х, (9.1) 


называемая интегралом, зависящим от параметра у. Функ- 
ция /(х, у) может быть задана и на множестве более общего 


вида. Например, областью задания {(т, у) может служить сле- 
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дующее множество ОР = {а(у) < х < В (чу), с Зу< 4}. В этом 
случае на сегменте [с, 4] определена функция от у с помощью 
соотношения (9.1), но пределы интегрирования а и 6 будут за- 
висеть от у. Мы изучим сначала случай, когда пределы интег- 
рирования постоянны. 

2. Свойства непрерывности, интегрируемости и диф- 
ференцируемости интегралов, зависящих от параметра. 
Следующие теоремы дают ответ на перечисленные вопросы. В 
этих теоремах символом П мы будем обозначать прямоугольник 
Ч{а< < с<у< а}. 

Теорема 9.1. Если функция }(х, у) непрерывна в прямоу- 
гольнике П, то функция Г(у), определенная соотношением (9.1), 
непрерывна на сегменте (с, 4]. 

Доказательство. Из формулы (9.1) вытекает, что при- 
ращение ДГ = Гу -+ Ду) - Гу) функции Гу) равно 


Ь 
ДГ = [1 (+, у+ Ду) — Г(х, у] ах. (9.2) 


Поскольку по теореме Кантора функция }{(х, у) равномерно не- 
прерывна в прямоугольнике П, то по данному Е > 0 можно 
указать такое д > 0, что при всех х из |а, 6] и всех уи (у-+ 
+ Ду) из (с, 4] таких, что |Ау| < д, выполняется неравенство 


|1 (х, у+ Ду) — 1(т, ч)| < =. Но тогда из соотношения (9.2) 


вытекает, что при |Ау| < д выполняется неравенство |А[| < Е, 
которое означает непрерывность функции [(9) в каждой точке у 
сегмента [с, 4]. Теорема доказана. 

Теорема 9.2. Если функция }{(х, у) непрерывна в прямо- 


угольнике П, то функция Г(у) интегрируема на сегменте [с, 4]. 
Кроме того, справедлива формула 


а аго | а 
Ци) ау = Г 1(т, у) 4: 4у = ах | {(х, у) ау. (9.3) 


с а а С 


Иными словами, в условиях теоремы интеграл, зависящий 
от параметра, можно интегрировать по параметру под зна- 
ком интеграла. 

Доказательство. Согласно теореме 9.1 функция Гу) 
непрерывна на сегменте [с, 4] и поэтому интегрируема на этом 
сегменте. Справедливость формулы (9.3) следует из равенства 
повторных интегралов, фигурирующих в соотношении (9.3) (эти 
интегралы равны двойному интегралу || }(х, у) 4х 4у. Теорема 

П 


доказана. 
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Замечание. В соотношении (9.3) вместо верхнего преде- 
ла 4 интегрирования по у мы можем поставить любое число из 
сегмента, [с, 4]. 


Теорема 9.3. Если функция [(т, у) и ее частная производ- 


9] 


ная __ непрерывны в прямоугольнике П, то функция Гу) диф- 
У 


АГ 
ференцируема на сегменте [с, 4] и ее производная -_ Может 
У 
быть найдена по формуле 


Ь 
2 аи, (9.4) 
ау ду 
а, 

Иными словами, в условиях теоремы интеграл, зависящий от 
параметра, можно дифференцировать по параметру под зна- 
ком интеграла. 

Доказательство. Рассмотрим следующую вспомогатель- 


ную функцию: 
Ь 


2 (у) 2 а, (9.5) 


ду 
а 


9] 


Так как ру непрерывна в прямоугольнике Ш, то по теореме 9.1 
у 


функция 2(у) непрерывна на, сегменте [с, 4] и интеграл от этой 
функции по сегменту [с, у| может быть найден по формуле ин- 
тегрирования под знаком интеграла. Согласно замечанию к тео- 
рем 9.2 получим 


р ди- и пенни о 


Поскольку Гл т, у) ах = Ку вл т, с) ах = Г(с), то из соот- 


ношения (9. 6) получаем следующее представление для Г(у): 


= [= ) 4+ 1(<). (9.7) 


Как известно, производная интеграла с переменным верхним 
пределом от непрерывной функции 2() существует и равна зна- 
чению этой функции в точке у. Поэтому функция Г(у) диф- 


ференцируема и ее производная „_ Равна 2(у). Обращаясь к 
У 


формуле (9.5) для 2(у), мы убедимся в справедливости соотно- 
шения (9.4). Теорема доказана. 
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3. Случай, когда пределы интегрирования зависят от 
параметра. Мы уже говорили, что возможен случай, когда пре- 
делы интегрирования зависят от параметра. Будем считать, что 
функция }(т, у) задана в прямоугольнике ПЦ, который заключает в 
себе область О, определенную соотношениями {а(у) < х < Ву), 
с Зи < 4} (рис. 9.10). Если при любом фиксированном у из 
сегмента [с, 4] функция }(т, у) интегрируема по 5 на сегменте 
[4(у), 6(у)], то, очевидно, на сег- 


р менте [с, 4] определена следующая 
функция: 
я] (у) 
Цу) = 1 {(т, у) ах, (9.8) 
а(у 


представляющая собой интеграл, 
Ба) 6 х зависящий от параметра, у которо- 
го пределы интегрирования также 

Рис. 9.1 зависят, от параметра. 

Мы исследуем непрерывность и дифференцируемость по па- 
раметру таких интегралов. Следующие теоремы дают ответ на 
перечисленные вопросы. 

Теорема 9.4. Пусть функция {1 (т, у) непрерывна в прямо- 
угольнике П, а функции а(у) и 6(у) непрерывны на сегменте 
[с, 4]. Тогда функиия Гу), определенная соотношением (9.8), 
непрерывна на сегменте (с, 4]. 

Доказательство. Зафиксируем произвольное уд из сег- 
мента, |с, 4] и представим Г(у) в следующей форме: 


а(у) 


6(уо) Ь(у) а(у) 
Цу= | Гуа | НКхуа- Г(х, у)ат. (9.9) 
а(уо) 6(уо) а(уо) 


Так как первый интеграл в правой части (9.9) представляет со- 
бой интеграл, зависящий от параметра, у, с постоянными преде- 
лами интегрирования и с непрерывной подынтегральной функ- 
цией, то в силу теоремы 9.1 этот интеграл является непрерывной 
функцией от у и поэтому при у - у стремится к [Г(у0о). Для двух 
других интегралов получаем следующие оценки: 


Ь(у) 
Г Л(г, уаз <мМ\Щи) - 6) |, 


Ь(уо) 
а(у) 


Г Л(х, у) ах 


а(уо) 
где М = зар 1 (т, у) | Из последних неравенств и из непрерывно- 


<М|а(у) — а(уо) |, 


сти функций а(у) и 6(у) следует, что при у -} уо оба последних 
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интеграла в правой части (9.9) стремятся к нулю. Таким об- 
разом, предел правой части (9.9) при у -} уо существует и ра- 
вен [(0). Итак, функция Г(у) непрерывна в любой точке уд сег- 
мента, [с, 4], т. е. непрерывна на этом сегменте. Теорема, доказана. 
Докажем теорему о дифференцируемости интеграла [(у) по 
параметру. 
Теорема 9.5. Пусть функция } (т, у) и ее производная ы 
У 


непрерывны в прямоугольнике П. Пусть далее функции а(у) 
и 6(у) дифферениируемы на сегменте [с, 4]. Тогда функция Г(у), 
определенная соотношением (9.8), дифферениируема на сегмен- 
те [с, 4] и ее производная Г'(у) может быть вычислена по фор- 
муле 

Ь(у) 


Ри = | З1аг +5) ЛЫУ), у) - На, 9). (040) 


а(у) 


Доказательство. Зафиксируем произвольное уд из сег- 
мента, [с, 4] и представим [(у) в форме (9.9). Первый интеграл 
в правой части (9.9) является интегралом, зависящим от пара- 
метра у, с постоянными пределами интегрирования. Так как по 


условию }(х, у) и ы непрерывны в П, то, согласно теореме 9.3, 
У 


первое слагаемое представляет собой дифференцируемую функ- 
цию в точке 10 и производная указанной функции в этой точке 


Ь(уо) 
равна [ ви уо) 
у 


а(уо) 
части (9.9) имеет производную в точке у. Поскольку это второе 
слагаемое обращается в нуль при у = 1/0, достаточно убедиться 
в существовании следующего предела: 


ах. Докажем, что второе слагаемое в правой 


(у) 

Г Л(х, у) ах 
2 (9.11) 
>90 У — №0 


который по определению и равен искомой производной. 
Преобразуем интеграл в числителе формулы (9.11). По фор- 
муле среднего значения имеем 


6(у) 


] (т, у) аз = (т, у)(6(у) — В (у). (9.12) 


(о) 


причем 1 заключено между 6(у0) и 6(у). Подставляя выражение 
интеграла из формулы (9.12) в числитель выражения (9.11) и 
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учитывая, что в силу непрерывности }(%, у) -; Л(6(уо), уо) при 


и, а (у) — 6 (0) 


0 
сующий нас предел (9.11) существует и равен В (уд) }(6(уо), чо). 
Рассуждая совершенно аналогично, убедимся, что третье сла- 
гаемое в правой части (9.9) также имеет производную в точке 10, 
равную а'(у0)1(а(у0), у0). 

Итак, мы доказали, что функция Г(у) дифференцируема в 
произвольной точке уд сегмента [с, 4] и ее производная Г’(у0) 
может быть вычислена по формуле (9.10). Теорема доказана. 

Замечание. ‘Теоремы 9.4 и 9.5 верны и в случае, когда 
функция /(х, у) задана лишь в области О и удовлетворяет в 
этой области таким же требованиям, как и в прямоугольнике П. 


—> 6 (10) при у -} у, убедимся, что интере- 


$ 2. Несобственные интегралы, зависящие от параметра 


1. Понятие несобственного интеграла первого рода, 
зависящего от параметра. Понятие равномерной сходи- 
мости несобственного интеграла, зависящего от пара- 
метра. Символом Пх мы будем обозначать полуполосу {а < 
<<, с<у< 4}. 

Пусть в полуполосе Пх задана функция {1 (5, у), интегрируе- 
мая по х в несобственном смысле на полупрямой а < х < с при 
любом фиксированном у из сегмента [с, ]. При этих условиях 
на сегменте [с, 4] определена функция 


Ку) = (о, уаз, (9.13) 


называемая несобственным интегралом первого рода, завися- 
щим от параметра у. При этом говорят, что интеграл (9.13) 
сходится на сегменте (с, 4. 

В теории несобственных интегралов, зависящих от параметра, 
важную роль играет понятие равномерной сходимости. Сфор- 
мулируем это понятие. 

Определение. Несобственный интеграл (9.13) называется 
равномерно стодящимся по параметру у на сегмен- 
те [с, 4], если он стодится на сегменте [с, 4] и если для лмю- 
60го Е > 0 можно указать такое А > а, зависящее только 
от =, что для любого В > А ц для всех у из сегмента [с, 4] 
выполняется неравенство 


ИО у) ат 
к 


Сформулируем критерий Коши равномерной сходимости несоб- 
ственных интегралов, зависящих от параметра. 


< Е. (9.14) 
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Теорема 9.6. Для того чтобы несобственный интеграл 
(9.13) равномерно сходился по параметру у на сегменте [с, 4], 
необходимо и достаточно, чтобы для любого Е > 0 можно было 
указать число А > а, зависящее только от Е и такое, что для 
любых В' и В", больших А, и для всех у из сегмента [с, а 
р” 


Г (т, у) ах 
ыы 


Справедливость этого критерия вытекает непосредственно из 
определения равномерной сходимости. 

Для приложений целесообразно указать ряд достаточных 
признаков равномерной сходимости несобственных интегралов, 
зависящих от параметра. 

Теорема 9.7 (признак Вейериитрасса). Пусть функ- 
ция }(х, у) определена в полуполосе Пъ и для каждого у из 
сегмента [с, 4] интегрируема по х на любом сегменте [а, В]. 
Пусть далее для всех точек полуполосы Пъ выполняется нера- 


и (г, у) < (®) (9-15) 


Тогда из сходимости интеграла | (т) 4х вытекает равномер- 
а, 
ная стодимость по у на сегменте |с, 4] интеграла (9.13). 
Доказательство. В силу критерия Коши сходимости 
интеграла от функции 2(т) (см. теорему 3.1) для любого = > 0 
можно указать А > а такое, что при всех В" > В' > А выпол- 
няется неравенство 


< Е. 


| =(1) 41 < Е. 
В’ 
Применяя неравенство (9.15), получим 
В” В” 
] (т, у) ах| < ] в(т) 41 <= 
В! В! 


для всех у из сегмента [с, 4]. 
Это и означает выполнение критерия Коши равномерной схо- 
димости интеграла (9.13). 


Следствие. Пусть функция ф(х, у), определенная в полу- 
полосе ПИ, ограничена в этой полуполосе и при каждом у Е 
Е [с, 4 интегрируема по х на любом сегменте [а, В]. Тогда, 
если сходится интеграл 


©.® 


Г|№(=)| 4х, 
а, 
то сходится равномерно по у на сегменте [с, 4] и интеграл 


Ре, у)№ (т) ат. 


284 ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРОВ ГЛ. 9 


Для доказательства достаточно в теореме 9.7 положить 
1(х, у) = ф(т, ут), в(т) = М =)|, где М = тр |ф(т, 9)|. 


Заметим, что признак Вейерштрасса является достаточным 
признаком равномерной сходимости несобственных интегралов, 
зависящих от параметра, гарантирующим и абсолютную схо- 
димость. Аналогично тому, как это было сделано при доказа- 
тельстве теоремы 3.4, можно установить следующий достаточ- 
ный признак равномерной сходимости, применимый и к условно 
сходящимся интегралам. Справедливо следующее утверждение 
(признак Диритле-Абеля). 

Пусть функция }(х, у) определена в полуполосе Пь, при 
каждом у Е [с, 4] интегрируема по т на любом сегменте |[а, В 
и с некоторой постоянной М > 0 удовлетворяет условию 


ИО у) й < М. 


Предположим также, что функция 2(т), определенная 
при т > а, монотонно не возрастая, стремится к нулю при 
х —} +со. Тогда несобственный интеграл 


Ре, ув) 4 


сходится равномерно по у на сегменте [с, 4]. 

Следующий признак равномерной сходимости относится к 
интегралам от неотрицательных функций. 

Теорема 9.8 (признак Дини). Пусть функция 1(т, у) 
непрерывна и неотрицательна в полуполосе Пъ, и пусть для 
каждого у Е [с, 4] сходится несобственный ‘интеграл 


Ку) = Га у) ат. 


Пусть далее функция Г(у) непрерывна на сегменте [с, 4]. 
Тогда интеграл (9.13) сходится равномерно по у на этом сег- 
менте. 

Доказательство. Рассмотрим последовательность функ- 


ЦИИ 
ап, 


Ти (у) — Г [(т, у) ат, 


каждая из которых в силу теоремы 9.1 непрерывна на сегменте 
[с, 4]. Поскольку подынтегральная функция }(х, у) неотрица- 


тельна, то [„(у) монотонно не убывая, сходятся на сегменте [с, 4] 
к непрерывной функции [(у). Следовательно, по теореме 1.5 
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(признак Дини для функциональных последовательностей) по- 
следовательность [»(у) сходится к Г(у) равномерно на (с, 4]. Это 
означает, что для любого = > 0 найдется номер № такой, что 


Цу) — Ту(у) = Г [(т, у) ат <Е 
а № 


сразу для всех у сегмента [с, 4. Из неотрицательности }(х, у) 
вытекает, что для любого В > М + аи любого уЕ [с, 4] 


0< | [(х, у) 45 <=. 
В 


Это и означает равномерную сходимость интеграла (9.13). 
Теорема, доказана, 

2. Свойства непрерывности, интегрируемости и диф- 
ференцируемости несобственных интегралов, завися- 
щих от параметра. Справедливы следующие две теоремы. 

Теорема 9.9. Пусть функция 1(х, у) непрерывна в полупо- 
лосе По, а интеграл (9.13) стодится равномерно на сегменте 
[с, 4]. Тогда этот, интеграл является непрерывной функцией у 
на сегменте [с, 4]. 

Доказательство. Рассмотрим последовательность функ- 


ИИ ап 


Ти (у) — Г [(т, у) ах, 


каждая из которых в силу теоремы 9.1 непрерывна на сегмен- 
те [с, 4]. Очевидно, из равномерной сходимости интеграла (9.13) 
вытекает равномерная сходимость к [(у) функциональной по- 
следовательности [„(у). В таком случае непрерывность функ- 
ции [(у) следует из теоремы 1.7. 

Теорема 9.10. Пусть функция {(х, у) и ее частная произ- 


9] 


водная э„ Непрерывны в полуполосе По. Пусть далее для некото- 
У 


со 
рого у из сегмента [с, 4] стодится интеграл Г(у) = | }(х, у) ат, 
а 


со 
0} 
а интеграл ри 4х сходится равномерно по у на сегменте [с, 4]. 
У 


а, 
При этих условиях функция Г(у) дифференцируема на сегменте 


[с, @] и ее производная Г'(у) может быть найдена по формуле 
со 


Г’(у) = [97 (9.16) 


ду 


а, 
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Иными словами, при условиях теоремы дифферениирование 
по параметру может производиться под знаком несобствен- 
ного интеграла, зависящего от параметра. 

Доказательство. Рассмотрим последовательность функ- 
ЦИЙ 

ап 


Г Л(т, у) ах 


По теореме 9.3 каждая из функций [,(у) длифференцируема 
на сегменте [с, 4] и справедливо равенство 


ап, 


= | 27а, (9.17) 


ду 


а, 


Из условия теоремы вытекает, что последовательность интег- 
ралов, стоящих в правой части (9.17), сходится равномерно на 
[с, 4]. Следовательно, к той же предельной функции равномер- 
но сходится последовательность производных [/ (у). Применяя 
теорему 1.9, мы получаем равенство (9.16). 

Докажем теорему о собственном интегрировании несобст- 
венного интеграла, зависящего от параметра. 

Теорема 9.11. Если выполнены условия теоремы 9.9, то 
интеграл (9.13) можно интегрировать по параметру у на сег- 
менте [с, 4, причем 


©.® 


а а со а 
Гу) ау = Гау [ Л(х, у) ах = ] аз | {(х, у) ау. — (9.18) 


а, 


Иными словами, в условиях теоремы несобственный интег- 
рал, зависящий от параметра, можно интегрировать по пара- 
метру под знаком несобственного интеграла. 

Доказательство. Так как выполнены условия теоремы 
9.9, то функция Гу) непрерывна на, сегменте [с, 4] и, следова- 
тельно, интегрируема, на этом сегменте. Перейдем к доказатель- 
ству соотношений (9.18). 

Используя свойство равномерной сходимости интеграла (9.13), 
мы можем по данному = > 0 указать такое А > а, что при В > А 
для всех у из сегмента [с, 4] справедливо неравенство 


Ш х, у) ах < (9.19) 
т с 
В 


Считая далее К > А и используя возможность перестановки по- 
рядка интегрирования для собственных интегралов, зависящих 
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от параметра, обратимся к следующим очевидным равенствам: 


[о агкК со 
Гкуау = Г] Газу ше, и] у = 


| Рае [а Иан + Га Ре ра 


Из этих соотношений и неравенства (9.19) вытекает следующее 
неравенство, справедливое для всех В > А: 


а к а 
Гиви Га» | а, у <= 


а С 


со а 
которое означает, что несобственный интеграл | ах | {(т, у) ау 
а, С 


а 
по переменной х сходится и равен числу | Г(у) 4у. Теорема до- 
С 


казана. 

Замечание. Очевидно, в соотношении (9.18) вместо верх- 
него предела 4 интегрирования по у мы можем поставить любое 
число из сегмента [с, 4. 

Следствие. Если функция 1(т, у) непрерывна и неотрица- 
тельна в полуполосе Пъ и интеграл (9.13) является непрерыв- 
ной функцией на сегменте [с, 4], то справедлива формула (9.18). 

В самом деле, при сформулированных требованиях выпол- 
нены все условия признака Дини равномерной сходимости ин- 
теграла (9.13) (см. теорему 9.8). Таким образом, утверждение 
следствия справедливо. 

Докажем теорему о несобственном интегрировании несобст- 
венного интеграла, зависящего от параметра. 

Теорема 9.12. Пусть функиия }(х, у) неотрицательна и 
непрерывна при т 2 ацу> с. Пусть далее интегралы 


= Г Ле, и Ко) - Ге. у 4 


непрерывны соответственно при у 2 сит 2 а. То2да из сто- 
димости одного из следующих двух несобственных интегралов 


Г Ци) аи = Ра Га у) 4х ц РК (2) 4 = Гав Ге, у) ау 


вытекает сходимость другого и равенство этих интегралов. 
Доказательство. Допустим, что сходится интеграл 


со 
| Гу) 4у. Нам нужно доказать, что интеграл Г К (5) 4х сходится 
С а, 
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со 
и равен | Г(у) ду. Иными словами, нужно доказать, что для лю- 
С 


бого = > 0 можно найти такое А > а, что при В > А выполняется 
неравенство 
со 


В 
Г Ку) ау- [К(х)ат| <=. (9.20) 
С а, 

Из условий теоремы вытекает, что при любом фиксированном 
В > а для функции }(т, у) в полуполосе {а << ВА с<у< 
< со} выполнены условия следствия из теоремы 9.11. Поэтому 
для любого В > а справедливы соотношения 


К(г) ав = [аг Ге, уу = Ра [ Це, ав. 


а С С а 


к] 


©.® 


Используя эти равенства и сходимость интеграла | Г(у) 4у пре- 
С 


образуем разность, находящуюся под знаком абсолютной вели- 


чины в неравенстве (9.20). Для любого В, превосходящего с, 
запишем равенство 


ГЦ) ау - ] К(х) аз = ау ] (т, у) аз — Г ау | К(т, у) аз = 
= Тау | Ге, удав = Тау | Ре удав + [ау | (в, да 
с В в В с В 


(9.21) 


Перейдем к оценке последних интегралов в соотношении (9.21). 


со 
Так как по условию | Г(у) 4у сходится, то по данному = > 0 
С 


можно указать такое К > с, что выполняются неравенства 0 < 


со 
< Ги) ау < 3/2 1). Заменяя в этих неравенствах Г(и) его 


ИЯ 
выражением через интеграл, получим следующие неравенства: 


со со 
0 < | 4% [ Л(5, у) 4х < Е;/?2. Отсюда и из неотрицательности 


ИЯ а 
1(%, у) заключаем, что при выбранном В > си любом В 2а 


1) Левое из этих неравенств следует из неотрицательности функции {(х, у) 
при т 2аиу> с. 
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справедлива оценка 


о< Га ГА, у а <=. (9.22) 
в в 


Зафиксируем теперь К так, как указано выше, и воспользуемся 


произвольностью выбора В. В полуполосе {а< <, с< < В} 
функция }(т, у) удовлетворяет всем условиям признака,  Дини 
равномерной сходимости несобственных интегралов (см. теоре- 
му 9.8). Поэтому по данному = > 0 можно выбрать А > а так, 


что для любого В > А и для всех у из сегмента [с, В] выполня- 


ются неравенства 0 < Г Т(х, у) ат < = из которых полу- 
В 2(В — с) 
чается следующая оценка: 


0 < ГЕ т, у) ах < Е/2. (9.23) 


В 


о о 


Обралцаясь к выражению (9.21) и к оценкам (9.22) и (9.23) по- 
следних интегралов в этом выражении, мы видим, что для про- 
извольного = > 0 можно выбрать А > а так, что для любого 
В 2 А выполняется неравенство (9.20). Доказательство теоре- 
мы завершено. 
3. Несобственные интегралы второго рода, зависящие 
от параметра. Введем понятие несобственных интегралов вто- 
рого рода, зависящих от параметра. Пусть функция }(х, у) зада 
на в полуоткрытом прямоугольнике П = {а<т<6с<у< 4}. 
Допустим, что при любом фиксированном у из сегмента [с, 4] 
Ь 

несобственный ингеграл второго рода | }(х, у) 4х сходится. При 
а, 

этих условиях на сегменте [с, 4] определена функция 


Ь 
= | (х, у) ах, (9.24) 


называемая несобственным интегралом второго рода, завися- 
щим от параметра у. 
В теории таких интегралов важную роль играет понятие рав- 
номерной сходимости. Сформулируем это понятие. 
Определение. Несобственный интеграл (9.24) называется 
равномерно стодящимся по параметру уна 
сегменте |с, 4], если он сходится для каждого у из сегмента 


[с, а] и для любого Е > 0 можно указать такое 6 > 0, зависящее 


10 В.А. Ильин и Ъ. Г. Позняк, часть П 
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только от =, что для любого © из интервала 0 < а < ди для 
всех у из сегмента |[с, 4] выполняется неравенство 


Ь 
Г Л(х, у) 4х| < =. 


6 а 


Для несобственных интегралов второго рода без труда форму- 
лируются и доказываются теоремы о непрерывности, интегри- 
руемости и дифференцируемости по параметру. 

Отметим, что с помощью преобразования переменной х, ука- 
занных в п. 2 $2 гл. 3, несобственные интегралы второго рода, 
зависящие от параметра, у, сводятся к зависящим от параметра 
несобственным интегралам первого рода. 


$ 3. Применение теории интегралов, зависящих 
от параметра к вычислению несобственных интегралов 


Операции над несобственными интегралами, зависящими от 
параметра, обоснованные в предыдущем параграфе, позволяют 
вычислять различные несобственные интегралы. 

Рассмотрим примеры вычисления и исследования свойств та- 
ких интегралов. 

1°. Докажем, что интеграл 


Ка) = еее т, (9.25) 


подынтегральная функция которого в точке х = 0 по опреде- 
лению равна единице, сходится равномерно относительно а на 
полупрямой 0 < а < со. Мы получим сначала некоторые оценки. 
Заметим, во-первых, что 


[епезпька» = т 6082) |7 фе, 1) + С. 
1 +а2 


Очевидно, при ах > 0 их > 0 функция Ф(а, х) (являющаяся 
первообразной для функции е ° зш1) ограничена: 


Т-+ а 


Фо, < < 


(9.26) 


Оценим следующий интеграл: 


[ 202 ЗП |, (В>0). 
к 
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Интегрируя по частям при любом фиксированном @ > 0, найдем 


©О ©О 

[= т | ЕС + | 26 2) < 
т х В 12 

К К 


< | 
в 12 
к 


Из этого неравенства и неравенств (9.26) получаем следующую 
оценку: 


со со 

еее ва 212 [№4 (9.27) 
т В 12 В 

к к 


Из этой оценки вытекает равномерная сходимость интеграла, 
(9.25) по а на полупрямой 0 < а < со. Действительно, пусть = — 
произвольное положительное число. Выберем по этому = число 
А > 0 так, чтобы выполнялось неравенство 


1 <. 
А 


Ясно, что тогда при В > А, в силу оценки (9.27), для всех а > 0 
справедливо соотношение 


©.® 


—ат ЗШХ 
е “"-——^ 4т| < Е, 
ий 
ИЯ 
означающее равномерную сходимость по а на полупрямой 
0 < а < сх исследуемого интеграла (9.25). 
2°. Используем только что полученные выводы для вычис- 

ления интеграла !) 


Г | 1 аг (9.28) 


Отметим, во-первых, что указанный интеграл представляет собой 
предельное значение при а —} 0+0 функции Г(@), определенной 


соотношением (9.25). Действительно, подынтегральная функ- 
ция в интеграле (9.25) непрерывна при а 2 их > 0 (прих =0 
эта, функция считается равной единице), а интеграл (9.25) рав- 
номерно сходится по @ на полупрямой 0 < а < ©. Поэтому, 


1) Сходимость рассматриваемого интеграла была установлена в п. 2 8 1 
гл. 3. 


10% 
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согласно теореме 9.9, интеграл (9.25) представляет собой непре- 


рывную функцию а на полупрямой а > 0. Отсюда следует, что 
©.®) 


в  Г(а) =Т - | та (9.29) 
а&—0-0 т 


0 

Мы получим для функции [(@а) специальное представление, с 
помощью которого будет найдено значение предела (9.29). Это 
представление получается из выражения для производной Г'(а). 
Поэтому сначала мы должны убедиться в возможности диф- 
ференцирования интеграла (9.25) по параметру а под знаком 
интеграла. Для этой цели проверим выполнение условий теоре- 
мы 9.10 применительно к интегралу (9.25). Очевидны непрерыв- 
ность подынтегральной функции и ее частной производной по 
параметру а при а > дит > 0. Обратимся теперь к выяснению 
вопроса, о равномерной сходимости по а интеграла 


со 
— [е “У зшхах (9.30) 
0 


от частной производной подынтегральной функции в (9.25). Фик- 
сируем любое А > 0. Так как при всех а > А справедливо нера- 
©.®) 


[6 —А 


? и так как интеграл |е`^® 4х сходит- 
0 

ся, то по признаку Вейерштрасса, (теорема, 9.7) интеграл (9.30) 

сходится равномерно по а при а > А. Поскольку А — любое 

положительное число, мы можем дифференцировать интеграл 

(9.25) под знаком интеграла по параметру а при любом а > 0. 

Итак, при а > 0 


венство |е “?зшх| <е 


©.® 


(о) = | зо = т 
1 -+ а? 


0 


Интегрируя левую и правую части последних соотношений, по- 
лучим при а > 0 
Га) = -| а атсбе © - С. (9.31) 
1 + а? 


их 


Найдем постоянную С. Так как < 1 при т > 0, то из 


ИЯ 
выражения (9.25) при а > 0 получим неравенство 


— 1 
а) | < | е “Таз = -, 
| 
0 
из которого вытекает, что 


№ |Г(а)| = 0, 


@—>со 
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и стало быть, 


ии, Ка) = 0. (9.32) 


Так как а атсё2 а = п/2, то из (9.31) и (9.32) находим, что С = 
@—>0О 


= л/2. Итак, при а > 0 функция Г(а) может быть представлена 
в следующей форме: 
Га) = 5 — агсёе а. 


Отсюда и из формулы (9.29) получаем значение интеграла (9.28): 
©.®) 
зы ах =^. (9.33) 
х 2 
0 
Замечание. Рассмотрим интеграл 


зи ат 
К(а) = Зы (9.34) 
ИЯ 
0 
Найдем значение этого интеграла для различных значений ©. 
При а > 0 в интеграле (9.34) произведем замену переменных, 
полагая а@т = у. Тогда 


©.®) ©.®) 
К (а) — ] Эш аф Дт — ] Эш ау — п. 
т 9 2 
0 0 
При а < 0 произведем замену переменных, полагая ат = —у 


(у> 0). Тогда 


К(а) = -| т = 7. 


0 
При а = 0 интеграл (9.34), очевидно, равен нулю. Итак, 


оо _ п/2 при а>0, 
К(а) = ] ее д = О при а=0, 
а —п/2 при а< 0. 


Рассмотренный интеграл обычно называется разрывным мно- 
эюкителем Дирихле. 

С помошью разрывного множителя Дирихле получаем сле- 
дующее аналитическое представление известной функции $1 а, 


именуемой обычно термином «знак а» о: 


3еп(а) = 2 | а |, 


т 
0 


1) Это наименование связано с тем, что значения $51 а при а > 0, а=0 
и а < 0 равны соответственно 1, 0, —1. 
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$ 4. Интегралы Эйлера 


В этом параграфе мы познакомимся с некоторыми свойст- 
вами важных неэлементарных функций, называемых интегра- 
лами Эйлера \). 

Эйлеровым интегралом первого рода или «бета-функцией» 
называют интеграл 


В(ф, а) = ГР — 2) 1 аз. (9.35) 


В этом интеграле р и 4 считаются параметрами. Если эти 
параметры удовлетворяют условиям р < Ти 4 < 1, то интег- 
рал (9.35) будет несобственным интегралом, зависящим от па- 
раметров ри 4, причем особыми точками этого интеграла будут 
точки = 0О0ихт = 1. 

Эйлеровым интегралом второго рода или «гамма-функцией» 
принято называть несобственный интеграл 


Г(р) = Гетто 4х. (9.36) 


Отметим, что в интеграле (9.36) имеются два типа особенностей: 
1} интегрирование по полупрямой 0 < х < ©; 2) прир< 1 
точка х = 0 является особой точкой подынтегральной функции 
(подынтегральная функция обращается в бесконечность). 

В процессе рассуждений мы будем учитывать указанные вы- 
ше особенности функций В\(р, 4) и Г(р). Ниже мы убедимся, что 
интегралы (9.35) и (9.36) сходятся для значений р > 0иа> 0. 

1. Область сходимости интегралов Эйлера. Докажем, 
что функция В\(р, 9) определена для всех положительных значе- 
ний параметров р и 4, а функция Г(р) для всех положительных 
значений р. 

Займемся сначала функцией Вр, 9). Прир 2 1иа>21 
подынтегральная функция в соотношении (9.35) непрерывна, и 
поэтому интеграл в правой части (9.35) является собственным. 
Поэтому функция В\(р, 4) определена для всех отмеченных зна- 
чений ри 4. Обратимся теперь к случаю, когда выполняются 
одно или оба из следующих неравенств: 


0<р<1 0<4<1. (9.37) 


В этом случае одна или обе из точек х = О их = 1 являются осо- 
бенными точками подынтегральной функции. Имея это в виду, 


1) Подробные сведения об интегралах Эйлера читатель может найти в 
книге Э. Г. Уиттекера и Дж. Н. Ватсона «Курс современного анализа», 
т. П. —М.: Физматгиз, 1963. 
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представим В\(ф, 4) в следующей форме: 


1/2 | 
В(р, а) = Г 2? (1-х) Тат [| аРЦТ- т) Таз = 
0 1/2 


= Л(ф, 9) + 12(ф, 4). 
Очевидно, каждый из интегралов [1 (р, а) и 1[5(р, 4) имеет лишь 
одну особую точку. 
1/2 
Для интеграла Г (р, 9) = | 22 1(1 — 2) 1 ах особой точкой 
0 


будет точка х = 0. Замечая, что на сегменте |0, 1/2] функция 
(1-2)! непрерывна и поэтому ограничена некоторой констан- 
той С’, легко убедиться, что функция СР! будет мажорантой 
для подынтегральной функции интеграла [1 (р, 4). Отсюда сле- 
дует, что интеграл П!(р, 4) сходится при 0 < р < Ти любом 4. 
Рассуждая аналогично, легко убедиться, что интеграл [5(р, 4) 
сходится при 0 < а<Ти любом р. 

Итак, мы убедились, что в случае, когда выполняются нера- 
венства р > 0 ид > 0 интеграл (9.35) сходится, т. е. функция 
В(р, 4) определена для всех положительных значений р и 4. 

Перейдем теперь к функции Г(р). Мы уже отмечали, что 
интеграл (9.36) имеет два типа особенностей — интегрирование 
по полупрямой и особую точку т = 0. Чтобы разделить эти 
особенности, разобьем область интегрирования на две части так, 
чтобы на каждой части наблюдалась лишь одна из отмеченных 
особенностей. Например, можно представить Г(р) следующим 
образом: 


1 со 
Г(р) = Ге “5? Таз - | ее 1 ах = Г(р) + Т5(р). 
0 1 


Так как |е “1? '| < 1Р-! при х > 0, то, согласно частному при- 
знаку сравнения, интеграл П(р) сходится при р > 0. Интеграл 
[5(р) также сходится при р > 0. Чтобы убедиться в этом, можно 
воспользоваться частным признаком сравнения в предельной 
форме: Пт е"1' = 0 при любом т. Итак, мы доказали, что 
> со 

областью определения функции Г(р) является полупрямая р > 0. 

2. Непрерывность интегралов Эйлера. Докажем, что 
функция В\(р, 9) непрерывна в квадранте р > 0, 4 > 0, а функ- 
ция Г(р) непрерывна на полупрямой р > 0. Займемся сначала 
функцией В(р, 49). Для доказательства непрерывности В(р, 4) в 
квадранте р > 0, 4 > 0, очевидно, достаточно убедиться в равно- 
мерной сходимости интеграла (9.35) относительно параметров р 
и апри р > ро > О иа? д > 0 для любых фиксированных поло- 
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жительных значений ро и 400. Так как 0—1 < р-1, 9-—1<94-1, 
то при 0 < х < 1 справедливы неравенства 


22 1(1—)9! < 1201 (1 — 1)®-1. 


1 
Отсюда, и из сходимости интеграла, | 22°—1(1—2)%-1 45 вытека- 
0 
ет в силу признака Вейерштрасса равномерная сходимость ин- 
теграла (9.35) для указанных значений ри 4. Таким образом, 
непрерывность В\(р, 4) при р > ид > 0 доказана. 

Для доказательства непрерывности Г(р) на полупрямой р > 0, 
очевидно, достаточно установить равномерную сходимость интег- 
рала, (9.36) относительно параметра р при 0 < п < р<р 
для любых фиксированных значений ро и р1, удовлетворяющих 
условию 0 < ро < 171. Так как при указанных значениях р, ро и 21 
и при х > 0 справедливо неравенство 


е тР-1 < е ® [0—1 + т?" 1|, 


то из сходимости интеграла 
©.®) 
Ге? [Ро 1 + хр ах 
0 


следует в силу признака Вейерштрасса, равномерная сходимость 
интеграла (9.36) для указанных значений р. Таким образом, не- 


прерывность Г(р) при р > 0 доказана. 


3. Некоторые свойства функции Г(р). В этом пункте мы 
докажем существование производной любого порядка у функ- 
ции Г(р). Кроме того, для этой функции будет получена фор- 
мула, называемая формулой приведения. 

Дифференцируя Г(р) по параметру под знаком интеграла, 
получим следующий интеграл: 


со 
Г тр Те? ш х ах, (9.38) 
0 


который сходится равномерно по параметру р на любом сег- 
менте 0 < ро < р < р. В самом деле, абсолютная величина 
подынтегральной функции в интеграле (9.38) удовлетворяет на 
полупрямой 0 < т < со неравенству 


«Ре? шх|<е "| шх| (101 д). 


Отсюда из сходимости интеграла, 


©.®) 
Ге “| 12| (252071 + 2171) ах 
0 


следует, согласно признаку Вейерштрасса, равномерная сходи- 
мость интеграла (9.38). Это обстоятельство и непрерывность 
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подынтегральной функции в интеграле (9.38) 1) прид<х<х, 
0 < р < с позволяет сделать вывод о возможности диффе- 
ренцирования Г(р) по параметру под знаком интеграла. Итак, 
производная Г'(р) существует и равна выражению (9.38). 
Рассуждая аналогично, легко убедиться, что функция Г(р) 
имеет производную любого порядка и эта производная может 
быть найдена посредством дифференцирования по параметру р 
под знаком интеграла в выражении (9.36) для Г(р). 
Перейдем к выводу формулы приведения для функции Г(р). 
Применяя формулу интегрирования по частям для функ- 
ции Г(р- 1) прир > 0, получим 
со со 
Г(р- 1) = /[ 2Ре-? ах = [-хРе-*]® + р | хр 1е-? ах = рГ(р). 
0 0 


Итак, для любого р > 0 справедлива формула 
Гр =рГ(). (9.39) 


Последовательно применяя формулу (9.39) для любого р > п-1 
и любого натурального п, получим 


Гр) =рф- 1... ф-п-+ ПГ(р-п-+1. (9.40) 


Соотношение (9.40) называется формулой приведения для функ- 

ции Г(р). С помощью формулы (9.40) гамма-функция для значе- 

ний аргумента, больших единицы, «приводится» к гамма-функ- 

ции для значений аргумента, заключенных между нулем и еди- 
©.®) 


ницей. Так как Г(1) = [е ?ах = 1, то, полагая в (9.40) р = п, 


0 
получим 


Ги 1) =пп-1...2.:1=т 
Эта формула ниже будет использована нами для вывода так 


называемой формулы Стирлинга 2). дающей асимптотическое 
представление для п. 

Полученные сведения о функции Г(р) позволяют дать качес- 
твенную характеристику графика этой функции. Мы приведем 
геометрическое исследование графика Г(р), следуя в основном 
схеме, изложенной в $ б гл. 9 вып. 1 этого курса. 

Мы установили, что областью задания Г(р) служит полупря- 
мая 0 < р < со. На этой полупрямой Г(р) непрерывна и диффе- 
ренцируема любое число раз, причем любая производная может 
быть найдена дифференцированием выражения (9.36) для Г(р) 


1) Эта, функция представляет собой частную производную по параметру р 
подынтегральной функции в выражении (9.36) для Г(р). 


2) Стирлинг — шотландский математик (1692-1770). 
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по параметру р под знаком интеграла. В частности, вторая про- 
изводная Г"(р) равна 


Г” (р) = [ 2? '(щ2)2е-? ах. 
0 


Так как Г”(р) > 0, то первая производная Г’(р) может иметь 
только один нуль. Поскольку Г(1) = Г(2) !), то, согласно теоре- 
ме Ролля, этот нуль производной Г'(р) существует и расположен 
на интервале (1, 2). Поскольку Г"(р) > 0, то в точке, где Г’(р) 
обращается в нуль, функция Г(р) имеет минимум. Отметим так- 
же, что график Г(р) обращен выпуклостью вниз. График функ- 


ции Г(р) имеет вертикальную асимптоту в точке р = 0. В самом 


Г(р+1) 


деле, так как Г(1) =Ти Г(р) = ‚ то из непрерывности Г(р) 


в точке 1 следует, что Г(р) —} со при р -—} 0+0. Очевидно, 
Г(р) —} {со при р -—} +со. Отметим без доказательства, что 
график функции Г(р) не имеет наклонных асимптот. 

4. Некоторые свойства функции В\(р, а). В этом пунк- 
те мы установим свойство симметрии функции В(р, 9) и форму- 
лу приведения для этой функции. Сделаем в интеграле (9.35) 
замену переменной, полагая х = 1 — & Проделав необходимые 
вычисления, мы убедимся в справедливости равенства, 


В(р, 9) = В(, р), (9.41) 
которое выражает свойство симметрии функции Вр, 4). 


Установим для функции В(р, 9) формулы приведения. Для 
этой цели обратимся к функции В\(р, а- 1), причем будем счи- 
тать ри 4 положительными. Применяя интегрирование по час- 
тям и формулу 12 = 12" — 42 1(1 — 1), получим 

1 
В(р, а+1) = [22 1(1 — 2)4Ч ах = 
0 


| 
| 
= (1—2) +9 [за за = 
Р 0 р. 


_ 9 Р-1(] — 1:)9-1 — дР-Е(1 — 4)91 ах. — 
ее (1 ) (1 ‘за 


В(р, а) - -В(рр а+1. 


Ч 
р 


3 [© 


1) Это следует из соотношения (9.39). 
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Из этих соотношений получаем следующую формулу: 
В(рра+1 = —^ Вф, 9). (9.42) 
Р-та 
Совершенно аналогично при р > 0 ид > 0, получаем соотно- 
шение 
В(р+1, 9) = —— В, 4). (9.43) 
Р-та 
Формулы (9.42) и (9.43) называются формулами приведения для 
функции В\(р, 9). Последовательное применение этих формул 
сводит вычисление В\(р, 9) для произвольных положительных 
значений аргументов к вычислению этой функции для значений 
аргументов из полуоткрытого квадрата 0 <р<10<49<1. 
5. Связь между эйлеровыми интегралами. Сделаем в 


интеграле (9.35) замену переменной, полагая х = п В резуль- 


тате получим для В\(р, 9) следующее выражение: 
со 


В(р, а) = ] ее (9.44) 


1 + КР 
0 


Используя формулу (9.41), получим наряду с (9.44) следующее 
выражение для В(р, 4) 
со 


В(р, 9) = ] селян (9.45) 


ТЕ ЮР-та 
0 


Обратимся теперь к выражению (9.36) для Г(р). С помощью 
подстановки 1 = Ну, # > 0, преобразуем это выражение к виду 
©.® 


и = Деб Чу. (9.46) 
0 


Заменив в этой формуле р н‚ар-+ ди} на 1 + & получим 


©.®) 
Гр +49) _ Дебор Ч. 
(1 + рр+ч 
0 
Умножим обе части последнего равенства на #_! и проинтегри- 
руем по # от 0 до со. Очевидно, согласно соотношению (9.45), 
получим формулу 


Гр +9) В(р,а) = / а Гу’ ЧРоте- Ч ау. (9.47) 
0 0 
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Если в правой части соотношения (9.47) можно поменять ме- 


стами порядки интегрирования по фи у, то, учитывая (9.46), 
получим 


со со 
Г(р +9) В(р, а) = Гу? теч ау [те 9 @& = 
0 0 


= [орел ду = Гб) | угтетиау = ГГ) 
0 0 


т. е. будет доказана справедливость формулы 


Г(р).Г 
В(р,9) = ТФ. (9.48) 
Г(р-+а) 
Убедимся теперь в возможности изменения порядка интегриро- 
вания в правой части (9.47). Для этого нужно проверить выпол- 
нение условий теоремы 9.12. Пусть сначала р > 1ид> 1. Тогда, 
очевидно, выполнены условия теоремы 9.12. В самом деле: 
1) функция (Ку) = `` /Р+9 1е- (+99 неотрицательна и 
непрерывна в квадранте $20, у2 > 0. 


— ют рча-1ь-а-+ду Гр 
2) Интеграл Й (+, у) ду =® Ё ау = ИР 


есть непрерывная функция от $ при $ > 0. 
со бо 
3) Интеграл [/(, у) 4 = уР+9 Те-9 [Ро Те ар = Г(р)ууТ Те 9 
0 0 
есть непрерывная функция от у при у > 0. 
со со 


4) Сходимость интеграла | ау | 1(, у) 4Е установлена, непо- 


0 0 
средственным вычислением. 


Итак, при р > Тиа> 1 формула (9.48) справедлива. Если 
же выполнены лишь условия р > (и 4 > 0, то по доказанному 
справедлива формула 


Гр+ПгГ(а+ 1) 
Г(р+9+2) — 


Из этой формулы с помощью формул приведения для функций 
В(ф, а) и Г(р) получим опять формулу (9.48). 

6. Вычисление определенных интегралов с помощью 
эйлеровых интегралов. Эйлеровы интегралы представляют 
собой хорошо изученные неэлементарные функции. Задача счи- 
тается решенной, если она приводится к вычислению эйлеровых 
интегралов. 

Приведем примеры вычисления обычных и несобственных 
интегралов путем сведения их к эйлеровым интегралам. 


В+ та-+ = 
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1. Вычислим интеграл 
со 

Г= [1/4 (1+ 2) 2 ат. 
0 


Обращаясь к формулам (9.44) и (9.48), очевидно, получим 


г) и С) 


2. Вычислим интеграл 
п/2 
Г = | яп? 1 фсоз9 1 фаф. 
0 


Полагая х = зш? ф, получим 
1 р 
Г - 

[= $ [#1 — 1)" [т = -В(>, “ — г(5)г(5) 


0 
3. Обратимся к интегралу 


п/2 
а = | зтР- 1 фаф. 
0 


Используя результат, полученный в примере 2 (надо положить 
4 = 1), найдем 


п/2 р 
ГИР 
. Р—1 __ 1 .) (5) 
[зы раф = Г (5 ет) (9.49) 
0 2 
Имеем далее 
со со 
1) _ —2 @1 _ — (3/2)? 
— = =2 
(5) ] У [в Чт 
0 
со р. 1 со р. 
Полагая \/т = фи замечая, что |е_" равен 5 Ге" 4%, полу- 
0 —со 


чим, согласно примеру, рассмотренному в п. 2 $ 4 гл. 3 (интеграл 
Пуассона) 


2 
Поэтому формула (9.49) примет вид 
п/2 г(2) 
1 [зы фар ТЕ: (9.50) 
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$ 5. Формула Стирлинга 


Формулой Стирлинга называют следующую асимптотическую 
формулу: 
т = У2лп п"е "(1+ ом), (9.51) 
где оп —} 0 при п -$ ©. 
В этом параграфе мы докажем более общую формулу, сколь 


угодно точно описывающую поведение при больших значениях 
аргумента гамма-функции Эйлера 


Гл +1) = [Ге 4. (9.52) 
0 


Для этого мы воспользуемся так называемым методом 
Лапласа, опирающимся на следующее утверждение. 
Лемма 1. Пусть функция }(®, интегрируемая при неко- 
тором а > 0 на сегменте |[-а, а], представима в виде 
21—1 
ЕВ = Ус +О(”"). (9.53) 
К=0 
Тогда имеет место следующая асимптотическая формула: 


а п—1 т 1 
ем ло #=у. "+5 + 90). (9.54) 


Хт+5 "+5 


—а т=0 


Доказательство. Подставим соотношение (9.53) в ин- 
теграл, стоящий в левой части формулы (9.54), и учтем, что 
интегралы, отвечающие нечетным степеням &#, обратятся в нуль. 
Для оценки оставшихся интегралов достаточно убедиться в спра- 
ведливости при т > 0 следующего равенства: 


у г("+-) 
] те ЕЕ О (е №). (9.55) 
2  АтТЕ 
0 
Представим интеграл в левой части (9.55) в следующем виде: 


й 2 © 2 © 2 
ГРте-^ ф= Г[Рте^ а - | Рте-^ 4. (9.56) 
0 0 а 


В первом интеграле в правой части (9.56) произведем замену 
т = ЛЁ и получим 
со 


со 1 
Г т - 
етем = Дате фт = 17" +5) (9.57) 
0 


2лт+3 2 Ат+5 
0 
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Далее заметим, что при Л > 1 и > а справедливо следующее 
неравенство: 

— №12 (А 2 +2 

е^" <е “ее. 


Применяя это неравенство, оценим второй интеграл в правой 


части (9.56) 


©.®) ©.®) 
[ ет Ц < ея [ Рте-е = се №. (9.58) 
а, а, 


Из равенств (9.56), (9.57) и оценки (9.58) вытекает требуемая 
формула (9.55). Лемма, доказана. 

Для того чтобы применить эту лемму, произведем в интег- 
рале (9.52) замену # = А(1 + 5). В результате этот интеграл 
примет вид 


Гл +1) = ^^ Не ^ [ет 2) дд. (9.59) 
—1 


Обозначим через 2(5) следующую функцию, определенную 
на полупрямой т > —1: 
2(т) = зп т - \/х — Ш (1+1). (9.60) 


Тогда равенство (9.59) можно переписать в виде 


©.®) 
Г) = ^^" е-^ | е-^=” (=) т. (9.61) 
—1 
Нашей целью является изучение асимптотического поведе- 
ния при Л -} {со следующего интеграла: 


Г) = Ге @®) ах. (9.62) 
—1 


Для этого рассмотрим подробнее функцию (1), определен- 
ную равенством (9.60). Поскольку 
а 


т 


2 —№(1+2)) = (9.63) 


4 2 
--8 (2) 


то функция 2?(т) строго убывает при —1 <; < 0 и строго воз- 
растает при х > 0. Отсюда вытекает, что функция #(х) строго 
возрастает на полупрямой х > —1, причем областью ее значений 


является вся числовая прямая. Далее, так как функция 2? (5) 
имеет в окрестности точки 1 = 0 разложение 


22 (5) =—Ш (1+5) =5- (#-= +0(4)} = +0443), 
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то существует строго положительная при х > —1 функция 1(хт) 
такая, что справедливо равенство 


8" (2) = 22). 

Функция (5х) является бесконечно дифференцируемой при 
х > —1, следовательно, бесконечно дифференцируемой будет и 
функция 2(1) = т\/В(т). 

Учитывая вышенаписанное, можно утверждать, что для функ- 
ции 1 = 2(5), определенной равенством (9.60), существует обрал- 
ная функция х = 2`"(у), строго возрастающая и бесконечно 
дифференцируемая на всей числовой прямой и удовлетворяю- 
щая условию #7 "(0) = 0. 

Обозначим эту обратную функцию символом х = Ф(у). Ис- 
пользуя указанные выше ее свойства, найдем асимптотику ин- 
теграла (9.62). Справедлива следующая теорема. 

Теорема 9.13. Пусть функция т = Ф(у) является обрат- 
ной к функции у = 2(т), определенной равенством (9.60). Тогда 


для интеграла (9.62) при любом фиксированном номере т спра- 
ведлива следующая асимптотическая формула: 


5 рено) (т 5) (1) 
Гл) = >. т ро К (9.64) 


Доказательство. Фиксируем произвольное положитель- 
ное число а и положим 6 = ф(—а), с = ф(а). Это означает, что 
а = 2(с) = —2(5), и, следовательно, —1 < 6 <0ис> 0. 

Оценим следующие два интеграла: 


Ь со 
1 (^) = [е^^8”®) ах, Т(л) = [е`^® ах. (9.65) 
—1 [6 


Для оценки первого интеграла, заметим, что при —1<т<Ь6 


выполняется неравенство 2(5) < —а, т.е. 5?(5) > а? и, следова- 
тельно, 


— \о2 __\/2 
е`^8" (1) ела’. 


В таком случае 


Ь 
2 
п (^) <е^ [ав =(1- ве". (9.66) 
—1 
Аналогично оценивается интеграл 415(Л). При х > с выпол- 
няется неравенство (5) > а, т. е. 2*(х) > а”. Следовательно, 
при А > Тит >> с имеет место оценка 


се? (т) — оО (а) 8?) < оО Па? 84). 
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Отсюда мы получаем 


©.®) 
5(^) < е- (А-а [ е`8” (т) р = че. (9.67) 
С 
Из оценок (9.66) и (9.67), которым удовлетворяют интегралы 
(9.65), мы получаем для интеграла (9.62) следующее соотношение: 


= Гегм" 42+ О(е №). (9.68) 


Произведем в интеграле (9.68) замену переменной ф = 2(т), 
т.е. х = Ф(®. В результате получим 


-/ ее р’ аЕ+ О(е-^°). (9.69) 


Поскольку функция ‹р'(Ё) является бесконечно дифференци- 
руемой, воспользовавшись формулой Маклорена, представим ее 
в виде 


Для получения формулы (9.64) остается применить лемму к 


функции | ({) = ф'(®. Теорема 9.13 доказана. 
В заключение этого параграфа укажем следующий простой 


способ вычисления производных ф(*) (0). Из равенства (9.63) мы 
получаем 


= _ 
+1 ФО! 
Из этого равенства вытекает соотношение 
8' Ф(В Ф(В 
Таким образом, мы получаем следующее равенство: 
ФФ (В = 2+ 2%2(Ъ. (9.70) 
Последовательно дифференцируя это равенство и полагая ф= 0, 
мы определим все производные ‹(®) (0). Найдем для примера 


значения первых трех производных функций ‹(Ё) в нуле. 
Продифференцировав (9.70), получим 


«(ИР +" =2+2(р'(® +Ф(1). (9.71) 
Положим # = 0 и учтем, что ф(0) = 0. Тогда $’? (0) = 2, т. е. 


6'(0) = у2. 


25. = 
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После длифференцирования равенства (9.71) получим 
ЗФ Ф.Ф" = 2(10" +20). 
Приравняв # нулю, получим 3/20" (0) = 4/2, т.е. ф"(0) = 4/3. 
Аналогично из равенства 
Зе” 4". 


получим ф'""(0) = /2/3. 
Следовательно формулу (9.64) можно записать в виде 


— ./э Га/?2) + У2Г(3/2) О) 
Кл) = у2 ТВОЯ т. (9.72) 


Подставим равенство (9.72) в (9.61) и учтем, что Г(1/2) = 
= Ул, Г(3/2) = (1/2)Г(1/2) = \/л/2. В результате получим 
Г(л+ 1) = Утхле (1+ + о). (9.73) 
Выпишем первые пять членов асимптотического разложения 
гамма-функции Эйлера: 
+1) = Ух ле (И +00). 
Г ы )= ах — 518403 2488 320 ^ Аз 


Отметим без доказательства, что остаток асимптотического 
ряда, не превосходит последнего удерживаемого слагаемого. 


ЦИ 


+ ф. АМ — 2(р"" + 3"). 


$ 6. Кратные интегралы, зависящие от параметров 


1. Собственные кратные интегралы, зависящие от па- 
раметров. Пусть х = (51, 12,... , Хт)— произвольная точка, об- 
ласти О) т-мерного евклидова пространства Е”, ау = (11, 92, ... 

.‚, Ш) — точка области @ пространства Е’. Обозначим симво- 
лом Ох ® подмножество (1- т)-мерного евклидова простран- 
ства, состоящее из всех точек 2 = (21, 22,..., 2т-1) таких, что 
точка, (21, 22,..., 2т) принадлежит О, а точка (2т-1, Ата, ... 

‚ т) принадлежит @. При этом мы будем часто исполь- 
зовать обозначение 2 = (т, у) Е Ох 9. Замыкание области О 
мы будем обозначать символом ШО. Легко видеть, что замыкание 
Рх О совпадает с Ох 9. 

Пусть }(х, у) — функция, определенная в Ох О, причем для 
любого уд Е ® функция { (т, у) интегрируема по х в области О. 
Тогда функцию 


Гу) = у) 4х, (9.74) 


определенную в области 4), будем называть интегралом, зави- 
сящим от параметра у. Заметим, что параметр у является 
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[-мерным вектором и, спедовательно, интеграл (9.74) зависит от 
[ числовых параметров 1/1, 2, ..., 

В полной аналогии с теоремами 9. 99.12 доказываются сле- 
дующие теоремы. 

Теорема 9.14 (о непрерывности интеграла (9.74) по 


параметру). Если функция 1(х, у) непрерывна по совокупности 


аргументов в замкнутой области О) х ®, то интеграл (9.74) 
представляет собой непрерывную функцию параметра у в обла- 


сти ®. 
Теорема 9.15 (об интегрировании интеграла (9.74) 


по параметру). Если функция 1(т, у) непрерывна по совокупно- 


сти аргументов в замкнутой области О) х 9, то функцию 
(9.74) можно интегрировать по параметру под знаком интег- 
рала, т. е. справедливо равенство 


ЛК) ау = ] ах ] (т, у) ау. 
К) 79) К) 


Теорема 9.16 (о дифферениируемости, интеграла (9.74) 
по параметру). Если функция {1 (т, у) и ее частная производ- 


ная ри непрерывны в рхО, то интеграл (9.74) имеет в облас- 
ук 


1 
ти ‘) непрерывную частную производную я причем справед- 
ук 


Эт _ ] Э1(2, 9) п. 
ух Оук 


ливо равенство 


2. Несобственные кратные интегралы, зависящие от 
параметров. Понятие несобственного кратного интеграла, за: 
висящего от параметров, можно было бы ввести так же, как 
и в предыдущем пункте, для случая, когда подынтегральная 
функция }(т, у) определена в ДОхО ‚ лерс ЕПиосЕ. 
Однако наибольший интерес представляет случай 0) = 4), кото- 
рый и будет нами изучен. Кроме того, мы будем предполагать, 
что }(х, у) = Е(х, у) 8(1), где Е(т, у) непрерывна при т 7 у 
в Дх О, а функция 2(т) ограничена в О. Таким образом, мы 
рассматриваем интегралы вида 


У (у) ЛЕ, )2(т) 4х, (9.75) 


где подынтегральная функция может иметь особенности лишь 
при 1 = 9. Нас будет интересовать вопрос о непрерывности ин- 
тегралов вида (9.75) по параметру у. В связи с этим введем сле- 
дующее определение равномерной сходимости интеграла (9.75) 
в точке. Символом К (у0, 9) мы будем обозначать шар радиуса, 6 
с центром в точке 1/0. 
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Определение. Интеграл (9.75) назовем стодящимся 
равномерно по параметру у в точке у Е О, если 
для любого Е > 0 можно указать д > 0 такое, что К (у, 0) © О 


и для любой кубируемой области, и) С К (0, 9) и всех точек у Е 
Е К (0, 0) выполняется неравенство 


ГЕ(х, у)5(+) 41| < =. 


Теорема 9.17. Если интеграл (9.75) сходится равномерно 
по у в точке уд Е О, то он непрерывен в точке у. 

Доказательство. 'Гребуется доказать, что для любого 
= > 0 найдется д > 0 такое, что при |у — 40| < д выполняется 
неравенство |У(у) — У(%)| < =. Из определения равномерной 
сходимости в точке следует существование такого д1 > 0, что 
К (0, 41) Ср иприуЕ К(ч, 01) 


Ре у) (=) 4 <=/З. (9.76) 


Положим 


И (и) = Г Е(т, у)в(т) ат, 
К 


(у) = / Е(х, ув (2) ат. 
р\к 


(9.77) 


Из неравенства (9.76) следует, что при |у — 10| < д1 
|1 (9)| < 5/3. (9.78) 


Далее заметим, что при ф Е О \ К(%, 01) ичЕ К(\, 01/2) 
функция Е(т, у) будет равномерно непрерывной по совокупно- 
сти аргументов. Следовательно, найдется положительное чис- 
ло д < д1/2 такое, что при |у — 10| < д будет выполняться нера- 
венство 


Е (т, уо) — Е(т, у)| < =/(3М|В}, 


где М — константа, ограничивающая функцию г, и || — объем 
области О. В таком случае, при |у — у| < 0 


[5 (у) — (и) <мМ | Ех, у) — Е(х, у] а < =/З. 
О\К (0,01) 
(9.79) 


Из соотношений (9.77)—(9.79) следует, что при |у — | <9 


[У (у) — У()| < МУ + (+ [5 (9) — У (0%) < =. 
Теорема доказана. 
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Укажем одно достаточное условие равномерной сходимости 
интеграла, в точке, наиболее часто встречающееся в приложениях. 

Теорема 9.18. Пусть функция Е(х, у) непрерывна в Вх О 
при х 2 у, а функция 2(т) равномерно ограничена в О. Предпо- 
лоэжжим, что существуют постоянные Л, 0 < ЛлЛ<т ис >0 
такие, что для всет т Е О, уЕ О выполняется неравенство 


|Е(х, у)| < <= -9|^. (9.80) 


Тогда интеграл (9.75) сходится равномерно по у в каждой 
точке уд Е 0. 

Доказательство. Пусть 0 — произвольная точка, обла- 
сти О. Требуется доказать, что для любого = > 0 найдется д > 0 
такое, что для любой кубируемой области и С К(%,0) и всех 
ЕК (0, 0) выполняется неравенство 


ГЕ(х, у)5(т) т < Е. (9.81) 


Применяя (9.80) и используя условие ограниченности 2(5), 
получим 


Г Е(т, уЕ(т г) 42 < <а {е-` ^ ах. 


[99 


Фиксируем точку у Е К(1,0) и заметим, что из условия 
и) С К (10, 0) вытекает включение и С К (у, 26). Следовательно, 


ГЕ(х, у)Е(т) и <а | 1-и^ а. (9.82) 
и К (чу, 25) 


Переходя в интеграле в правой части {9 82) к сферическим 
координатам с центром в точке у (см. гл. 2, 8 5, п. 3°), получим 


20 
—1— со т -—^ — — 
еб у)2(х)ат| < сз |=" А а = бт = сзтб^. 
т — А 
9 0 
Отсюда следует, что, выбрав д достаточно малым, мы получим 
неравенство (9.81). Теорема доказана. 
3. Приложение к теории ньютонова потенциала. Пусть 
в некоторой точке Во(х, у, 2) помещена, масса, то. По закону все- 
мирного тяготения на массу т, помешенную в точку М(&, т, С), 
действует сила 
__ ТОТО — 
ГУ" 
где В = р(Ь, М) = (+ - 6) + (у-п)* + (=- 6)”, у— гравитал 
ционная постоянная, 7" = А/В — единичный вектор, направление 
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которого совпадает с направлением вектора Ро М. Считая 7 = 1 
и массу т = 1, получим силу тяготения 


Р= т, 
р2 
Отметим, что компоненты этой силы имеют вид 
0 (Е 
то 
У =- тез (1 у), 
то 
й=- оз (6 — 2) 


Очевидно, что потенциал силы тяготения, определяемый как 
скалярная функция и такая, что Ё = ета и, равен 


то 
го 
Если масса сосредоточена не в точке Ро(х, у, =), а распределена 


по области О с плотностью р(х, у, 2), то для потенциала силы 
и для компонент силы мы получим следующие выражения: 


ре ао 
сеном бы 
Е ое) реа 


Нетрудно показать, что интегралы (9.84) представляют со- 
бой частные производные потенциала (9.83). Поскольку подын- 
тегральные функции в интегралах (9.83) и (9.84) мажорируются 


функцией —х, где Л = 1 для интеграла (9.83) и Л = 2 для интег- 


ралов (9.84), то в силу теоремы 9.18 указанные интегралы схо- 
дятся равномерно в каждой точке М (&, п, С). Следовательно, по 
теореме 9.17 эти интегралы представляют собой непрерывные 
функции точки М (&, п, С 


ГЛАВА 10 


РЯДЫ И ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 


Из курса линейной алгебры известно, что если выбрать в 
линейном пространстве конечной размерности неко- 
торый базис, то любой элемент указанного линейного простран- 
ства, может быть разложен по этому базису (и притом единствен- 
ным способом). 

Несравненно более сложным является вопрос о выборе бази- 
са, и о разложении по базису для случая бесконечномер- 
ного пространства. 

В настоящей главе этот вопрос изучается для случая так на- 
зываемых евклидовых бесконечномерных пространств 
и для базисов специального вида (так называемых ортонор- 
мированных базисов). 

Особо обстоятельно изучается базис, образованный в про- 
странстве всех кусочно-непрерывных функций так называемой 
тригонометрической системой. 

Обобщением идеи разложения функции по базису является 
изучаемое в настоящей главе разложение функции в так назы- 


ваемый интеграл Фурье !). 
Всюду в данной главе интеграл понимается в смысле Римана. 


$ 1. Понятие об ортонормированных системах 
и об общем ряде Фурье 


В настоящем параграфе мы будем рассматривать произволь- 


ное евклидово пространство бесконечной размерности 2). 
Ради удобства чтения приведем определение евклидова прост- 
ранства. 
Определение 1. Линейное пространство ЕК называется 
евклидовы м, если выполнены следующие два требования: 
1) известно правило, посредством которого любым двум 
элементам | и = пространства В ставится в соответствие 


1) Ж. Фурье — французский математик (1772-1837). 


2) Говорят, что линейное пространство является бесконечномер- 
ны м, если в этом пространстве найдется любое наперед взятое число ли- 
нейно независимых элементов. 
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число, называемое скалярным произведением этих 
элементов и обозначаемое символом (}, г): 


2) указанное правило удовлетворяет следующим аксиомам: 
°. (}, =) = (2, Г) — переместительное свойство. 
°. (-=, №) = (ВА (г, №) — распределительное свойство. 
°. (АГ, =) = Л(ф, =) для любого вещественного числа Л. 

6. (ДЛ >0, если #0 0), (ДР =0 если {0 

Классическим примером бесконечномерного евклидова, про- 


странства является пространство всех кусочно-не- 
прерывных на некотором сегменте а < т < 6 


функций. 
При этом мы договоримся всюду в данной главе понимать 
под кусочно-непрерывной на сегменте |[а, 8] функцией ](5) та- 


кую функцию, которая непрерывна всюду на, сегменте |[а, 6], за 
исключением, быть может, конечного числа, точек 2х (1 = 1, 2, 


., п), в которых она имеет разрыв первого рода, причем В 
каждой точке разрыва т; эта функция удовлетворяет условию 


(в) = АТО Аа). (10.1) 


Таким образом, всюду в этой главе мы требуем, чтобы кусочно- 
непрерывная функция }(т) в каждой точке разрыва т; удовлет- 


воряла условию (10.1), т. е. была равна полусумме правого и ле- 
вого предельных значений. Отметим, что в каждой точке непре- 
рывности функции }(5) условие типа (10.1) автоматически спра- 
ведливо. 

Скалярное произведение двух любых элементов }(т) и 2(5т) 
пространства всех кусочно-непрерывных на сегменте а < < 
функций определим следующим образом: 


р 
= Л /(г)в(т) ат. (10.2) 


Существование интеграла (10.2) от произведения двух кусочно- 
непрерывных функций не вызывает сомнений. Легко проверить 
справедливость для скалярного произведения (10.2) аксиом 1°—4°. 
Справедливость аксиомы 1° очевидна. Справедливость аксиом 2° 
и 3° вытекает из линейных свойств интеграла. 

Остановимся на доказательстве справедливости аксиомы 4. 


Поскольку очевидно, что всегда ({}, } -1 1? (+) 4х > 0, то доста- 


ть 
точно доказать, что из равенства (}, }) = | /?(5) 4х = 0 вытекает, 
а, 


1) 0 обозначает нулевой элемент линейного пространства. 
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что } (1) = 0, т. е. является нулевым элементом изучаемого прос- 
транства. Так как }(х) кусочно-непрерывна на сегменте (а, 6], то 
этот сегмент распадается на конечное число частичных сегмен- 
тов [7;_1, 2, на каждом из которых }(5) непрерывна '). 

Ь 


Из равенства | (т) 4х = 0 вытекает, что и для каждого 
а 
частичного сегмента [2:—1, 24 


т: 
[Г 1?(х) 4х = 0. (10.3) 
2—1 
Но из равенства (10.3) и из непрерывности }?(5) на сегменте 
[25—1, 2 следует, что (2) = 0 на [24,9 ^). 

Так как последнее равенство относится к каждому частичному 
сегменту и в точках разрыва справедливо соотношение (10.1), 


то }(1) = 0 на всем сегменте |[а, 6]. Справедливость аксиомы 4° 
установлена. 

Тем самым доказано, что пространство всех кусочно-непре- 
рывных на сегменте [а, 6] функций является евклидовым прост- 
ранством со скалярным произведением (10.2). 

Установим следующее общее свойство любого евклидова, про- 
странства. 


Теорема 10.1. Во всяком евклидовом пространстве для лю- 
бых двух элементов } и # справедливо следующее неравенство: 


называемое неравенством Коши-Буняковского. 
Доказательство. Для любого вещественного числа А 


В силу аксиом 1°—4° последнее неравенство можно переписать в 


виде 


Необходимым и достаточным условием неотрицательности по- 
следнего квадратного трехчлена является неположительность 
его дискриминанта, т. е. неравенство 


Из (10.5) немедленно следует (10.4). Теорема, доказана. 


1) При этом значения }(т) в граничных точках т;—1 и т; каждого сегмен- 
та [т:—1, х;| мы полагаем соответственно равными предельным значениям 
(1-0) и 1 (т. —0). 

2) Ибо в $ бгл. 10 вып. 1 доказано, что если функция непрерывна, неотри- 


цательна, и не равна тождественно нулю на данном сегменте, то интеграл 
от этой функции по данному сегменту больше нуля. 
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Наша очередная задача — ввести в изучаемом евклидовом 
пространстве понятие нормы каждого элемента. 

Но прежде всего напомним определение линейного нормиро- 
ванного пространства. 

Определение 2. Линейное пространство В называется 
нормированны м, если выполнены следующие два требова- 
ния: 

1) известно правило, посредством которого каждому эле- 
менту } пространства В ставится в соответствие вещест- 
венное число, называемое нормой указанного элемента и обоз- 
начаемое символом ||] ||; 

2) указанное правило удовлетворяет следующим аксиомам: 

?. ПУ 0, если 1520, У = 0, если 1 =0. 

25. ПАЛ = А. |1 | для любого элемента } и любого вещест- 
венного числа А. 

3°. Для любых двух элементов | ци # справедливо следующее 


неравенство: 
А = < ПУ 151, (10.6) 


называемое неравенством треугольника (или н-- 
равенством Минковского). 


Теорема 10.2. Всякое евклидово пространство является 
нормированным, если в нем норму любого элемента | опреде- 


лить равенством 
ПАЙ = М (ХЛ). (10.7) 


Доказательство. Достаточно убедиться, что для нор- 
мы, определенной соотношением (10.7), справедливы аксиомы 
1°`—3° из определения 2. 

Справедливость аксиомы 1° сразу вытекает из аксиомы 4° 
для скалярного произведения. Справедливость аксиомы 2° так- 
же почти непосредственно вытекает из аксиомы 1° и 3° для ска: 
лярного произведения. 

Остается убедиться в справедливости аксиомы 3°, т. е. нера- 
венства (10.6). Будем опираться на неравенство Коши-Буняков- 


ского (10.4), которое перепишем в виде 


|(Х, &)| < и (У, Г). М (5, 5). 


С помощью последнего неравенства, аксиом 1° — 4° для скаляр- 
ного произведения и определения нормы (10.7) получим 


А-а = М(Л +в, Л+ 8) = У (А Л +2 в) + (6, 8) < 
< \/ (1, Л +2 (1, Л): У, =) + (, &) = 


= УМ +Ууе, = УФУ в = ИЕ. 


Теорема доказана. 
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Замечание. Конечно, в каждом евклидовом пространстве 
скалярное произведение (и норму) можно ввести не единствен- 
ным способом. Для нас в дальнейшем достаточно, что в рассмал- 
риваемом евклидовом пространстве существует хотя бы один 
способ введения скалярного произведения. Фиксировав этот спо- 
соб, мы всегда в дальнейшем будем определять норму рассмат- 
риваемого евклидова пространства, соотношением (10.7). Так, в 


пространстве всех кусочно-непрерывных на сегменте [а, 6] функ- 
ций (в соответствии с (10.2)} норма определяется равенством 


Ь 
ПА =А/ ЛУ” (2) ах, (10.8) 


а неравенство треугольника (10.6) имеет вид 
Ь 
а, 

Введем теперь понятие ортогональных элементов дан- 
ного евклидова пространства. 

Определение 9. Два элемента евклидова пространства ] 
и © называются ортогональными, если скалярное про- 
изведение ({, г) этих элементов равно нулю. 


Рассмотрим в произвольном бесконечномерном евклидовом 
пространстве В некоторую последовательность элементов 


Чл, 42, ..., а, ... (10.10) 


Определение 4. Последовательность (10.10) называется 
ортонормированной системой, если входящие в эту 
последовательность элеметития попарно ортогональны и име- 
ют норму, равную единице. 

Классическим примером ортонормированной системы в про- 
странстве всех кусочно-непрерывных на сегменте —л < х<л 
функций является так называемая тригонометрическая 
система 

_Т 6055 эшх с08 пф зшпх (10.11) 


М’ У’ м’. 
Читатель легко проверит, что все функции (10.11) попарно 
ортогональны (в смысле скалярного произведения (10.2), взято- 


| 
[1(+) + 5(1)]2 ах < (| | 1?(=) ат + аа . (10.9) 


го при а = -л, 6 = л) и что норма каждой из этих функций 
(определяемая равенством (10.7) при а = —л, 6 =л) равна еди- 
нице. 


В математике и в ее приложениях часто встречаются раз- 
личные ортонормированные (на соответствующих множествах) 
системы функций. 
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Приведем некоторые примеры таких систем. 
1°. Многочлены, определяемые равенством 


1 а”[(+-1)”] 
Рь (т) = (п = 0, 1,2, ...), 
2 .п! Ц” 
принято называть полиномами Лежандра. 
Нетрудно убедиться, что образованные с помощью этих многочленов 


функции 
4" (=) = у .Р, (#2) (®=012...) 


образуют ортонормированную (на сегменте —1 < х < 1) систему функций. 
2°. Многочлены, определяемые равенствами То(х) = 1, Т»(х) = 217" х 
хХ с0$ п(агссозх) при п = 1,2,..., называются полиномами Чебы- 


шева. Среди всех многочленов п-й степени с коэффициентом при т”, 
равным единице, полином Чебышева Т„(х) имеет наименьший на сегменте 
—1 < х < 1 максимум модуля. Можно доказать, что полученные с помощью 
полиномов Чебышева функции 


о р - 
Фо(т) = у о = (п =1,2, ...) 


образуют ортонормированную на сегменте —1 < ф < 1 систему. 
3”. В теории вероятностей часто применяется так называемая систе- 


ма Радемахера 1) 


р» (х) = Ф(2" -х) (п =0, 1,2,...), 


где (+) = зе п (зш 278. 
Доказывается, что эта система ортонормирована на сегменте 0 < х < 1. 
4°. В ряде исследований по теории функций находит применение так 
называемая система Хаара 2), являющаяся ортонормированной на 
® Е 
сегменте 0 < х < 1. Элементы этой системы хб } (+) определяются для всех 


п =0,1,... и для всех К, принимающих значения 1, 2,4,..., 2”. Они имеют 
вид 


2—2 2 —1 
у\2” при А << ^ 


) 


Эп-1 Эп-1 
(2) = 2—1 2 
Хп (т) — —л/9п® 
2 при Эт-1 т < От ? 
0 в остальных точках [0, 1]. 


Каждая функция Хаара представляет собой ступеньку такого же вида, 
как функция \/27 зеп х на сегменте [-2- 10, 2-15]. Для каждого фик- 
сированного номера п при увеличении значения К эта ступенька сдвигается 
вправо. Всюду вне соответствующей ступеньки каждая функция Хаара то- 
ждественно равна нулю. 

Пусть в произвольном бесконечномерном евклидовом прост- 
ранстве В задана, произвольная ортонормированная система, эле- 
ментов {1х}. Рассмотрим какой угодно элемент } пространства В. 


1) Радемахер — немецкий математик (род. 1892 г.). 
2) Хаар — немецкий математик (1885-1933). 
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Определение 5. Назовем рядом Фурье элемента }| 
по ортонормированной системе фь} ряд вида 


У Лек, (10.12) 
1 


в котором через + обозначены постоянные числа, называемые 
коэффициентами Фурье элемента | и определяемые 
равенствами 


[к = (Л, фк), к =1, 2, ... 


Естественно назвать конечную сумму 
п 


5% = Ли (10.13) 
К=1 
п-й частичной суммой ряда Фурье (10.12). 
Рассмотрим наряду с п-й частичной суммой (10.13) произ- 
вольную линейную комбинацию первых п элементов ортонор- 
мированной системы {ль } 


УС (10.14) 
&=1 


с какими угодно постоянными числами Сл, (5,..., Сл. 

Выясним, что отличает п-ю частичную сумму ряда Фурье 
(10.13) от всех других сумм (10.14). 

Договоримся называтъ, величину ||} — #| отклонением г 
от 1 (по норме данного евклидова пространства). 

Имеет место следующая основная теорема. 

Теорема 10.3. Среди всех сумм вида (10.14) наименьшее 
отклонение от элемента } по норме данного евклидова прост- 
ранства имеет п-я частичная сумма (10.13) ряда Фуръе эле- 
мента Т. 

Доказательство. Учитывая ортонормированность сис- 
темы {4х } и пользуясь аксиомами скалярного произведения, мо- 
жем записать 


п 2 п п 
[осн = [У бк -л У бык-л] = 
1 1 1 


К=1 К=1 


п 


=. 0-2» быль + Ш = У (бь- Р-Р. 
&=1 &=1 &=1 


К=1 


318 РЯДЫ И ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ ГЛ. 10 


Итак, 
2 п 


п п 
У бык - Л = (Ск - МИРУ. (10.15) 
К=1 К=1 К=1 

В левой части (10.15) стоит квадрат отклонения суммы (10.14) 
от элемента } (по норме данного евклидова пространства). Из 
вида правой части (10.15), следует, что указанный квадрат от- 
клонения является наименьшим при Су = }№ (ибо при этом пер- 
вая сумма в правой части (10.15) обращается в нуль, а осталь- 
ные слагаемые в правой части (10.15) от Су не зависят). Теорема 
доказана. 

Следствие 1. Для произвольного элемента | данного евк- 
лидова пространства ‘и любой ортонормированной системы {фь } 
при произвольном выборе постоянных Съ для любого номера п 


справедливо неравенство 
2 


Р-Р < У`Оь- |. (10.16) 
&=1 &=1 


Неравенство (10.16) является непосредственным следствием 
тождества (10.15). 


Следствие 2. Для произвольного элемента | данного евк- 
лидова пространства, любой ортонормированной системы {фу} 


и любого номера п справедливо равенство 
2 


Уолл = ИР-У. Л, (10.17) 
К=1 К=1 


часто называемое тождеством Бесселя !). 

Для доказательства равенства (10.17) достаточно положить 
в (10.15) Су = }. 

Теорема 10.4. Для любого элемента | данного евклидова 
пространства и любой ортонормированной системы {фу } спра- 
ведливо следующее неравенство: 


©.®) 
2 
УЗ ИР, (10.18) 
&—=1 
называемое неравенством Бесселя. 


Доказательство. Из неотрицательности левой части 
(10.17) следует, что для любого номера п 


ВЗР. (10.19) 
К=1 


1) Ф. Бессель — немецкий астроном и математик (1784-1846). 
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Но это означает, что ряд из неотрицательных членов, стоя- 
щий в левой части (10.18), обладает ограниченной последова- 
тельностью частичных сумм и поэтому сходится. Переходя в 
неравенстве (10.19) к пределу при п -} со (см. теорему 3.13 из 
вып. 1), мы получим неравенство (10.18). Теорема, доказана. 

В качестве примера обратимся к пространству всех кусочно- 
непрерывных на сегменте —л < х < л функций и в этом прост- 
ранстве к ряду Фурье по тригонометрической системе (10.11) 
(этот ряд принято называть тригонометрическим ря- 
дом Ф У рье). Для любой кусочно-непрерывной на сегменте 
—л <: <л функции }(х) указанный ряд Фурье имеет вид 


ПЕ + >(7 и) (10.20) 


где коэффициенты Фурье }» и {, определяются формулами 


= = 1 т 


+ = = Ле) с0з №5 4т, т, = "О зш Ах 4х (Е =1,2,...). 


Неравенство Бесселя, справедливое для любой кусочно-непре- 
рывной на сегменте —л < 5х < л функции { (т), имеет вид 


(10.21) 


—| 
= 
2-г> 
-- 
—| 
2-г> 
Л 
— 
— 
К 
8. 
©. 
з 


Отклонение } (1) от 2(1) по норме в этом случае равно так на- 
зываемому среднему квадратичному отклонению 


(10.22) 


Впрочем, в теории тригонометрических рядов Фурье приня- 
та, несколько иная форма записи как самого ряда Фурье (10.20), 
так и неравенства, Бесселя (10.21). Именно тригонометрический 
ряд Фурье (10.20) обычно записывают в виде 


со 
0 . / 
> + о со; Ёт - бу зш Ат), (10.20”) 


320 РЯДЫ И ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ ГЛ. 10 


где 


У2т 
ак = = =] 1 (1) соз Кх ах, (10.23) 


[0 Е 1 | .(5) зщ Кх ах 


(%=12....). 


При такой форме записи неравенство Бесселя (10.21) принимает 
вид 


2 п 
НУ (+) < Та (10.21) 


Замечание. Из неравенства, Бесселя (10.21) вытекает, что 
для любой кусочно-непрерывной на сегменте —л < т < л функ- 
ции }(5%) величины ар и 6; (называемые тригонометри- 


ческими коэффициентами Фурье функции }(т)), 
стремятся к нулю при К -» со (в силу необходимого условия 
сходимости ряда в левой части (10.21')). 


$ 2. Замкнутые и полные ортонормированные системы 


Как и в предыдущем параграфе, будем рассматривать про- 
извольную ортонормированную систему {4} в каком угодно 
бесконечномерном евклидовом пространстве В. 

Определение 1. Ортонормированная система {фу} назы- 
вается замкнутой, если для любого элемента | данного 
евклидова пространства В и для любого полоэсеительного чи- 
сла Е найдется такая линейная комбинация (10.14) конечно- 


го числа элементов {фк}, отклонение которой от } (по норме 
пространства В) меньше в. 


Иными словами, система {14} называется замкнутой, если 
любой элемент } данного евклидова пространства В можно при- 
близить по норме этого пространства с любой степенью точно- 
сти линейными комбинациями конечного числа элементов {ру}. 

Замечание 1. Мы опускаем вопрос о том, во всяком ли 
евклидовом пространстве существуют замкнутые ортонормиро- 
ванные системы. Отметим, что в гл. 11 изучается важный под- 
класс евклидовых пространств — так называемые гильбер- 
товы пространства — и устанавливается существование в каж- 
дом таком пространстве замкнутых ортонормированных систем. 
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Теорема 10.5. Если ортонормированная система [фк } яв- 
ляется замкнутой, то для любого элемента | рассматривае- 
мого евклидова пространства неравенство Бесселя (10.18) пе- 
реходит в точное равенство 


=, (10.24) 
К=1 


называемое равенством Парсеваля \). 

Доказательство. Фиксируем произвольный элемент | 
рассматриваемого евклидова пространства и произвольное 
положительное число =. Так как система {ль } является замкну- 
той, то найдется такой номер п и такие числа Су, С2,..., Са, 
что квадрат нормы, стоящий в правой части (10.16), будет мень- 
ше =. В силу (10.16) это означает, что для произвольного & > 0 
найдется номер п, для которого 


А ->л <. (10.25) 


Для всех номеров, превосходящих указанный номер п, неравенст- 
во (10.25) будет тем более справедливо, ибо при возрастании п 
сумма, стоящая в левой части (10.25) может только возрасти. 
Итак, мы доказали, что для произвольного = > 0 найдется 
номер п, начиная с которого справедливо неравенство (10.25). 
В соединении с неравенством (10.19) это означает, что ряд 


©.®) 
»` 12 сходится к сумме ||} |”. Теорема, доказана. 
К=1 

Теорема 10.6. Если ортонормированная система {фу} яв- 
ляется замкнутой, то, каков бы ни был элемент }, ряд Фуръе 
этого элемента сходится к нему по норме рассматриваемого 
евклидова пространства, т. е. 


п—>со 


п 
Пти > Тик — Л = О. (10.26) 
К=1 
Доказательство. Утверждение этой теоремы непосредст- 
венно вытекает из равенства (10.17) и из предыдущей теоремы. 
Замечание 2. В пространстве всех кусочно-непрерыв- 
ных на сегменте —л < т < тп функций сходимость по норме 
(10.26) переходит в сходимость на этом сегменте в среднем 


(см. п. 382 гл. 1). Таким образом, если будет доказана замк- 
нутость тригонометрической системы (10.11), то теорема 10.6 


1) М. Парсеваль — французский математик, умерший в 1836 г. 


11 В.А. Ильин и Э. Г. Позняк, часть П 
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будет утверждать, что для любой кусочно-непрерывной на, сег- 
менте —л < х < лфункции { (т) тригонометрический ряд Фурье 
этой функции сходится к ней на указанном сегменте в среднем. 

Определение 2. Ортонормированная система {фу} назы- 
вается полной, если, кроме нулевого элемента, не существу- 
ет никакого другого элемента | данного евклидова пространст- 
ва, который был бы ортогонален ко всем элементам Фу систе- 
мы [фк +. 

Иными словами, система {1)ь} называется полной, если вся- 
кий элемент }, ортогональный ко всем элементам к системы 
{4к}, является нулевым элементом. 


Теорема 10.7. Всякая замкнутая ортонормированная сч- 
стема {фу} является полной. 

Доказательство. Пусть система {4% } является замкну- 
той, и пусть / — любой элемент данного евклидова пространства, 
ортогональный ко всем элементам фу системы {4}. 

Тогда все коэффициенты Фурье }+ элемента } по системе {44 } 
равны нулю, и, стало быть, в силу равенства, Парсеваля (10.24) 
и ||} || =0. Последнее равенство (в силу аксиомы 1° для нормы) 
означает, что ] = 0. Теорема, доказана. 

Замечание 3. Мы доказали, что в произвольном евкли- 
довом пространстве из замкнутости ортонормированной систе- 
мы вытекает ее полнота. В гл. 11 будет приведен пример, по- 
казывающий, что в произвольном евклидовом пространстве из 
полноты ортонормированной системы, вообще говоря, не выте- 
кает замкнутость этой системы. Там же будет доказано, что для 
весьма важного класса евклидовых пространств — так называ- 
емых гильбертовых пространств — полнота ортонормированной 
системы эквивалентна ее замкнутости. 


Теорема 10.8. Для всякой полной (и тем более для всякой 
замкнутой) ортонормированной системы {фу} два различных 
элемента | и = рассматриваемого евклидова пространства не 
могут иметь одинаковые ряды Фурье. 

Доказательство. Если бы все коэффициенты Фурье 
элементов [ и © совпадали, то все коэффициенты Фурье раз- 
ности ] — = были бы равны нулю, т. е. разность } — © была бы 
ортогональна ко всем элементам /ь полной системы {4%}. Но это 
означало бы, что разность { — = является нулевым элементом, 
т. е. означало бы совпадение элементов /[ и г. Теорема доказана. 

На этом мы заканчиваем рассмотрение общего ряда Фурье по 
произвольной ортонормированной системе в любом евклидовом 
пространстве. 

Наша, очередная цель — детальное изучение ряда Фурье по 
тригонометрической системе (10.11). 
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$ 3. Замкнутость тригонометрической системы 
и следствия из нее 


1. Равномерное приближение непрерывной функции 
тригонометрическими многочленами. В этом параграфе 
будет установлена замкнутость (а стало быть, и полнота) три- 
гонометрической системы (10.11) в пространстве всех кусочно- 
непрерывных на сегменте —л < х <л функций. Но прежде чем 
приступить к доказательству замкнутости тригонометрической 
системы, мы установим важную теорему о равномерном прибли- 
жении непрерывной функции так называемыми тригонометри- 
ческими многочленами. 

Будем называть тригонометрическим многочле- 
ном произвольную линейную комбинацию любого конечного 
числа, элементов тригонометрической системы (10.11), т. е. вы- 
ражение вида 


Т(т) = Сбо+ У (СЬь соз К + Сьзт кт), 
К=1 


где п — любой номер, а Ски Су (ЕЁ =1,2,... , п) — произволь- 
ные постоянные вешественные числа. 
Отметим два совершенно элементарных утверждения: 
1°. Если Р(х) — какой угодно алгебраический многочлен про- 


извольной степени п, то Р(созх) и Р(зшх) суть тригономет- 
рические многочлены. 
2°. Если Т(х) — тригонометрический многочлен, то каждое 


из выражений Т(т) : зал и Т($) - зш?х также представляет 
собой тригонометрический многочлен. 

Оба утверждения вытекают из того, что произведение двух 
(а поэтому и любого конечного числа) тригонометрических функ- 


ЦИЙ 1) от аргумента х приводится к линейной комбинации ко- 
нечного числа тригонометрических функций от аргументов ти- 
па Ах (убедитесь в этом сами). 

В теории тригонометрических рядов Фурье важную роль 
играет понятие периодической функции. 

Функция }(тх) называется периодической функцией с 


периодом Т, если: 1) 1(1) определена для всех вещественных т; 
2) для любого вещественного х справедливо равенство 
/(# +Т) =Л(т). 
Это равенство обычно называют условием периодич 


ности. К рассмотрению периодических функции приводит изу- 
чение различных колебательных процессов. 


1) Под тригонометрическими функциями в данном случае понимаются ко- 
синус или синус. 


11* 
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Заметим, что все элементы тригонометрической системы 
(10.11) являются периодическими функциями с периодом 2м. 

Справедлива, следующая основная теорема. 

Теорема 10.9 (теорема Вейцериитрасса). Если функ- 
ция 1(х) непрерывна на сегменте |-п, п| и удовлетворяет, усло- 
вию |1(—п) = Т(т), то эту функцию можно равномерно на 
указанном сегменте приблизить тригонометрическими мно- 
гочленами, т. е. для этой функции }(х) и для любого положи- 
тельного числа = найдется тригонометрический многочлен Т(х) 
такой, что сразу для всех х из сегмента |-л, | справедливо 


неравенство 
|1 (2) — Т(%)| < =. (10.27) 


Доказательство. Ради удобства разобъем доказатель- 
ство на два пункта. 

1°. Сначала дополнительно предположим, что функция } (т) 
является четной, т. е. для любого 5 из сегмента |-т, л| удовлет- 
воряет условию {(—х) = {(т). 

В силу теоремы о непрерывности сложной функции у = 
1(1), где х = агссоз$ (см. вып. 1, гл. 4, $ 7) функция Е(® = 
= }(агссозф) является непрерывной функцией аргумента $ на 
сегменте —1 < $ < 1. Стало быть, по теореме Вейерштрас- 
са для алгебраических многочленов (см. теорему 1.18 из гл. 1) 
для любого = > 0 найдется алгебраический многочлен Р(ф) та; 
кой, что |1(агссоз$) — Р(®| < = сразу для всех # из сегмен- 
та —-1<{#<1 

Положив $ = с03 х, мы получим, что 


|1 (5) — Р(соз5)| <Е (10.28) 


сразу для всех х из сегмента 0 < т < т. 

Так как обе функции } (5) и Р(соз х) являются четными, 
то неравенство (10.28) справедливо и для всех х из сегмента 
—л < т < 0. Таким образом, неравенство (10.28) справедливо 
для всех х из сегмента —л < х < т, и поскольку (в силу ука- 
занного выше утверждения 1°) Р(созх) является тригономет- 
рическим многочленом, то для четной функции }(т) теорема 
доказана. 

Заметим теперь, что функцию }(5), удовлетворяющую усло- 
виям доказываемой теоремы, можно периодически с периодом 
2п продолжить на всю бесконечную прямую —со < т < с», так 
что продолженная функция будет непрерывна в каждой точ- 
ке 1 бесконечной прямой. Если функция { (1) продолжена таким 
образом, то, поскольку Р(созх) также является периодической 
функцией периода 2л, мы получим, что для четной функ- 
иии 1(т) неравенство (10.28) справедливо всюду на бесконечной 
прямой —со < т < ©. 
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2°. Пусть теперь }(х) — совершенно произвольная функция, 
удовлетворяющая условиям доказываемой теоремы. Эту функ- 
цию мы периодически с периодом 2л продолжим на всю беско- 
нечную прямую и составим с помошью этой функции следующие 
две четные функции: 


п (2) = ААА), (10.29) 
(2) = ИСИ Ве (10.30) 


По доказанному в п. 1° для любого = > 0 найдутся тригономет- 
рические многочлены Т1(5) и Т2(1) такие, что всюду на беско- 
нечной прямой 


|1 ($) — Т(х)| < &/4, |12(5) — Т>(®)| < =/4, 
и поэтому 
| (2) шт? х — ТГ! (х) зш? х| < =/4, 
| 2 (2) зшх — Т2(5) зшх| < Е/4. 
Складывая последние два неравенства, учитывая, что модуль 
суммы двух величин не превосходит суммы их модулей, и при- 


нимая во внимание равенства (10.29) и (10.30), мы получим, что 
всюду на бесконечной прямой справедливо неравенство 


|1 (%) зт? х — Тз(2)| < =/2, (10.31) 


в котором через Тз(%) обозначен тригонометрический много- 
член, равный 13(5) = Т! (5) зш? х + Т5(5) зтг. 

В проведенных нами рассуждениях вместо функции }(т) 
можно взять функцию }(5-+л/2) Г). В полной аналогии с (10.31) 
мы получим, что для функции }(т - л/2) найдется тригоно- 
метрический многочлен Т4(5) такой, что всюду на бесконечной 
прямой 


1(%+т/2) зш" х — Тл(2)| < =/2. (10.32) 


Заменяя в (10.32) х нах-—л/2 и обозначая через Т5(х) тригоно- 
метрический многочлен вида 1Т5(5) = Т4(х — п/2), мы получим, 
что всюду на бесконечной прямой справедливо неравенство 


|1 (+) соз? х — Ть(4)| < =/2. (10.33) 


Наконец, складывая неравенства (10.31) и (10.33) и обозначая 
через Т(х) тригонометрический многочлен вида Т(х) = Т4(х) + 
+ 1Т5(1), мы получим, что всюду па бесконечной прямой спра- 
ведливо неравенство (10.27). Теорема, доказана. 


1) Ибо эта функция удовлетворяет тем же условиям, что и полученная 
после продолжения функция }(х 
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Замечание. Каждое из условий 1) непрерывности {(т) 
на сегменте |-л, д]; 2) равенства значений }/(—л) и 1(п) явля- 
ется необходимым условием для равномерного на сегмен- 
те —л < х < л приближения функции ](1) тригонометрически- 
ми многочленами. 

Иными словами, теорему Вейерштрасса можно переформу- 
лировать следующим образом: для того чтобы функцию {(т) 
можно было равномерно на сегменте |-тп, п| приблизить три- 
гонометрическими многочленами, необтодимо и достаточно, 
чтобы функиия }(х) была непрерывной на сегменте |-п, п| и 
удовлетворяла условию 1(—п) = }(т). 

Достаточность составляет содержание теоремы 10.9. 

Остановимся на доказательстве необходимости. Пусть 
существует последовательность тригонометрических многочле- 
нов {Ти(1)}, равномерно на сегменте |-т, л| сходящаяся к функ- 
ции (5). Так как каждая функция Т»(х) непрерывна на сег- 
менте |-л, д|, то по теореме 1.8 и функция }(х) непрерывна, на 
сегменте |-т, л|. Для любого = > 0 найдется многочлен Ти(:) 
такой, что |](5) — Ть(х)| < =/2 для всех т из сегмента |-т, л|. 
Стало быть, 

У(-л) — Ть(-лт)| < =/2, |7 (п) - Ть(п)| < =/2. 
Из последних двух неравенств и из вытекающего из условия 


периодичности (с периодом 27т) равенства Т»(—л) = Ть(л) за- 
ключаем, что |1 (—л) — }(п)| < =, откуда }(—л) = Ё(т) (в силу 
произвольности = > 0). 

2. Доказательство замкнутости тригонометрической 
системы. Опираясь на теорему Вейерштрасса, докажем сле- 
дующую основную теорему. 

Теорема 10.10. Тригонометрическая система (10.11) явля- 
ется замкнутой 1), т. е. для любой кусочно-непрерывной на 
сегменте |-п, п| функции }(т) и любого положительного чис- 
ла Е найдется тригонометрический многочлен Т(т) такой, что 


И 
|1 (2) — Т(=)| = \/ ЛИ) - Т(®)]Г аз < в. (10.34) 
—л 
Доказательство. Прежде всего заметим, что для любой 
кусочно-непрерывной на сегменте |-л, л| функции (7) и для 
любого = > 0 найдется непрерывная на этом сегменте функция 
Е(т), удовлетворяющая условию РЕ(—п) = Е(п) и такая, что 
И 
ГУ (2) — Е(«)]? ах < Е/[?. (10.35) 


п 


1) А стало быть (в силу теоремы 10.7) и полной. 
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В самом деле, достаточно взять функцию Ё(х) совпадаю- 
шей с /(5) всюду, кроме достаточно малых окрестностей точек 
разрыва функции }(т) и точки 5 = т, а в указанных окрестно- 
стях взять Ё(т) линейной функцией так, чтобы Е(х) являлась 
непрерывной на всем сегменте |-л, л| и удовлетворяла условию 
Е(-п) = Е(т). 

Так как кусочно-непрерывная функция и срезающая ее ли- 
нейная функция являются ограниченными, то, выбирая указан- 
ные окрестности точек разрыва }(5) и точки 5 = л достаточно 


малыми, мы обеспечим выполнение неравенства (10.35). 

По теореме Вейерштрасса, 10.9 для функции Е(5) найдется 
тригонометрический многочлен Т(5) такой, что для всех т из 
сегмента |[-п, д| справедливо неравенство 


Е (5) — Т(2)| < =/(2\2т). (10.36) 


Из (10.36) заключаем, что 


Ре) — т) = \/ Л) Тр ав <=]. = (1087) 


Из (10.35) и (10.37) и из неравенства, треугольника для норм 


11 (2) — Т(®)| < 11 (2) — Е(®) |+ 1 (2) -Т(®) 


вытекает неравенство (10.34). Теорема доказана. 
Замечание 1. Из теорем 10.10 и 10.7 сразу же вытекает, 
что тригонометрическая система (10.11) является полной. От- 


2. 
сюда в свою очередь вытекает, что система Г 51 пл} (п = 
ИУ 


=1,2,...) является полной на множестве всет функций, ку- 
сочно-непрерывных на сегменте [0, п| (или соответственно на 
сегменте |-тп, 0]). В самом деле, всякая кусочно-непрерывная 
на сегменте |0, л| функция } (5), ортогональная на этом сегмен- 


2. 
те всем элементам системы т пл}, после нечетного про- 
п 


должения на сегмент |-л, 0] оказывается ортогональной на сег- 
менте |[-л, л| всем элементам тригонометрической системы 
(10.11). В силу полноты системы (10.11) эта функция равна нулю 
на [-п, л|, а стало быть, и на |0, л|. Совершенно аналогично до- 


1 2 
казывается, что система Е: \/ сов пх (п =1,2,...) являет- 
п п 


ся полной на множестве всех функций, кусочно-непрерывных 

на сегменте [0, п| (или соответственно на сегменте |—л, 0]). 
Замечание 2. Можно показать, что среди ортонормированных сис- 

тем, указанных в $ 1, системы, образованные с помошью полиномов 
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Лежандра, полиномов Чебышева и функций Хаара, являются замкнуты- 
ми, а система Радемахера замкнутой не является. 

3. Следствия замкнутости тригонометрической сис- 
темы. 

Следствие 1. Для любой кусочно-непрерывной на сегмен- 
те |[-п, п| функичи }(х) справедливо равенство Парсе- 
валя 


е + У (а +8) = - Ро т (10.38) 


(вытекает из теоремы 10.5). 

Следствие 2. Тригонометрический ряд Фурье любой ку- 
сочно-непрерывной на сегменте |-тп, п| функции }(х) сходится 
к этой функции на указанном сегменте в среднем (выте- 
кает из теоремы 10.6 и замечания 2 к этой теореме). 

Следствие 9. Тригонометрический ряд Фурье любой ку- 
сочно-непрерывной на сегменте |[-п, п| функции }(х) можно 
почленно интегрировать на этом, сегменте (вытекает из пре- 
дыдущего следствия и из теоремы 1.11 гл. 1). 

Следствие 4. Если две кусочно-непрерывные на сегмен- 
те |-п, п| функичи (т) и 2(т) имеют одинаковые тригоно- 
метрические ряды Фурье, то эти функции совпадают всюду 
на этом сегменте (вытекает из теоремы 10.8). 

Следствие 5. Если тригонометрический ряд Фурье кусоч- 
но-непрерывной на сегменте |[-п, п| функции 1(х) сходится рав- 
номерно на некотором содержащемся в |[-п, п| сегменте [а, 6], 
то он стодится на сегменте |[а, 6] именно к функции }(х). 

Доказательство. Пусть Р(х) — та функция, к которой 
сходится равномерно на [а, 6] тригонометрический ряд Фурье 
функции }(т). Докажем, что Е(х) = }(т) всюду на сегменте 
[а, 6]. Так как из равномерной сходимости на сегменте |[а, 6] вы- 
текает сходимость в среднем на этом сегменте (см. гл. 1, 8 2, 
п. 3), то тригонометрический ряд Фурье функции }(5) сходится 
к функции Е(5т) на сегменте |[а, 6] в среднем. Это означает, что 
для произвольного = > 0 найдется номер пл, начиная с которо- 
го п-я частичная сумма тригонометрического ряда Фурье 5,(х) 
удовлетворяет неравенству 


Ь 
Г[Е(+) — 5 (+)? ах < Е/?. (10.39) 


а, 


[Е (+) — 5 ($) = 


С другой стороны, в силу следствия 2 последовательность 
5„(х) сходится к /(5) в среднем на, всем сегменте |-л, п], а ста- 


ло быть, и на сегменте [а, 6], т. е. для фиксированного нами 
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произвольного & > 0 найдется номер 712, начиная с которого 


Ь 
15» (2) — 1(2)|| = 4/ Л [5в(=) — 1(=)] аз < =[2. (10.40) 


Из (10.39) и (10.40) и из неравенства, треугольника 


[Е (5) — Л(%)|| < |Е (2) — 5 (2) |+ |5» (=) — 1(+)| 


вытекает, что ||Ё(т) — 1(х)|| < =. Из последнего неравенства и 
из произвольности = > 0 следует, что |Е(х) — 1(5)|| = 0, а от- 
сюда на основании первой аксиомы для нормы заключаем, что 
Е(т) - 1(1) есть нулевой элемент пространства кусоч- 
но-непрерывных на [а, 6] функций, т. е. функция, тождественно 
равная нулю на сегменте [а, 6]. Следствие 5 доказано. 

Замечание 1. Конечно, в следствии 5 сегмент |а, 6] мо- 
жет совпадать со всем сегментом |-л, д], т. е. из равномерной 
сходимости ряда Фурье функции {1 (т) на всем сегменте |-п, п. 
следует, что этот ряд стодится на указанном сегменте имен- 
но к функиии 1 (т). 

Замечание 2. Совершенно аналогичные следствия будут справед- 
ливы и для ряда Фурье по любой другой замкнутой ортонормированной си- 
стеме в пространстве кусочно-непрерывных на произвольном сегменте [а, 6] 
функций со скалярным произведением (10.2) и нормой (10.8). Примерами 
таких систем могут служить указанные в $ 1 ортонормированные системы, 
связанные с полиномами Лежандра и Чебышева, и система Хаара. 


$ 4. Простейшие условия равномерной сходимости и 
почленного дифференцирования тригонометрического 


ряда Фурье 


1. Вводные замечания. В математической физике и в ряде 
других разделов математики существенную роль играет вопрос 
об условиях, при выполнении которых тригонометрический ряд 
Фурье функции }(5) сходится (к этой функции) в данной точке т 
сегмента |[-т, д|. 

Еще в конце прошлого века было известно, что существу- 
ют непрерывные на сегменте |-л, л| функции, удовлетворяю- 
щие условию }(—л) = Г(п), тригонометрические ряды Фурье 
которых расходятся в наперед заданной точке сегмента |-т, л| 
(или даже расходятся на бесконечном множестве точек сегмен- 


та, [-л, п], всюду плотном на этом сегменте) 1). 


1) Первый пример такой функции был построен французским матемалти- 
ком Дю Буа Раймоном в 1876 г. 
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Таким образом, одна непрерывность функции }(т) на сег- 
менте |-л, | без дополнительных условий не обеспечивает не 
только равномерной сходимости тригонометрического ряда 
Фурье этой функции, но даже сходимости этого ряда в наперед 
заданной точке указанного сегмента. 

В этом и в следующем параграфах мы выясним, какие тре- 
бования следует добавить к непрерывности функции }(5) (или 
ввести взамен непрерывности }(5)) для обеспечения сходимос- 
ти тригонометрического ряда Фурье этой функции в заданной 
точке, а также для обеспечения равномерной сходимости ука- 
занного ряда на всем сегменте |-л, л| или на какой-либо его 
части. 

При изучении сходимости тригонометрического ряда Фурье 
возникает и другой вопрос: должен ли тригонометрический ряд 
Фурье любой кусочно-непрерывной (или даже строго непрерыв- 
ной) на сегменте |[-п, л| функции }(т) сходиться хотя бы в 
одной точке этого сегмента,? 

Положительный ответ па этот вопрос был получен только 
в 1966 г. 


Этот ответ является следствием фундаментальной теоремы, 
доказанной в 1966 г. Л. Карлесоном () и решившей знамени- 


тую проблему Н. Н. Лузина 2), поставленную еше в 1914 г.: 
тригонометрический ряд Фуръе любой функции }(х), для ко- 
торой существует понимаемый в смысле Лебега интеграл 


И 
[Г 1?(х) 4х, стодится к этой функции почти всюду на сег- 
п 


менте [-п, п] 3). 

Из теоремы Карлесона вытекает, что ряд Фурье не только 
любой кусочно-непрерывной, но и любой интегрируемой на сег- 
менте [-л, д| в собственном смысле Римана функции }(т) схо- 


дится к этой функции почти всюду на сегменте |-л, д| (ибо для 


И 
такой функции существует интеграл | /?(5) 4х в смысле Рима- 
—л 
на, а стало быть, и в смысле Лебега). 


1) Л. Карлесон — современный шведский математик. Полное доказатель- 
ство теоремы Карлесона можно найти в сборнике переводных статей: «Ма- 
тематика». 1967. Т. П, № 4. С. 113-132. 


2?) Николай Николаевич Лузин — советский математик, основатель совре- 
менной московской математической школы по теории функций (1883—1950). 
Постановку проблемы Лузина, решенной Карлесоном, и других его проблем 
можно найти в книге Н. Н. Лузина «Интеграл и тригонометрический ряд». 


М.; Л.: Гостехиздат, 1951. 


3) Определение интеграла в смысле Лебега и сходимости почти всюду на 
данном сегменте см. в гл. 8 этой книги. 
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Заметим, что если функция }(х) интегрируема на сегменте 
[-л, д] не в смысле Римана, а только в смысле Лебега, то три- 
гонометрический ряд Фурье этой функции может не сходиться 
ни в одной точке сегмента |-л, д]. Первый пример интегрируе- 
мой на сегменте |-л, л| в смысле Лебега функции (1) со всюду 
расходящимся тригонометрическим рядом Фурье был построен 
в 1923 г. советским математиком А. Н. Колмогоровым 1). 

2. Простейшие условия абсолютной и равномерной 
сходимости тригонометрического ряда Фурье. Догово- 
римся о следующей терминологии. 

Определение 1. Будем говорить, что функция 1(1) имеет 
на сегменте |[а, 6] кусочно-непрерывную произво0- 
ную, если производная ]|'(х) существует и непрерывна всюду 
на сегменте |[а, 6], за исключением, быть может, конечного 
числа точек, в каждой из которых функция |'(х) имеет ко- 


нечные правое и левое предельные значения 

Определение 2. Будем говорить, что функция 1(1) имеет 
на сегменте |[а, 6] кусочно-непрерывную произво0- 
ную порядка п > 1, если функция 1-1 (+) имеет на этом 
сегменте кусочно-непрерывную производную в смысле определе- 
ния Т. 

Справедлива, следующая основная теорема. 

Теорема 10.11. Если функция {(х) непрерывна на сегмен- 
те |-п, п|, имеет на этом сегменте кусочно-непрерывную про- 
изводную и удовлетворяет условию }(—п) = (п), то тригоно- 
метрический ряд Фурье функции 1(т) сходится к этой функ- 
ции равномерно на сегменте |-п, п|. Более того, ряд, состав- 


ленный из модулей членов тригонометрического ряда Фурье 

функции }(х), сходится равномерно на сегменте |-п, п|. 
Доказательство. Достаточно доказать, что ряд, состав- 

ленный из модулей членов тригонометрического ряда Фурье 


функции [ (т), 


©.® 
[бо] +» {ак соз 2; + бк зш К } (10.41) 
7 К=1 
сходится равномерно на сегменте [-п, д], ибо отсюда будет вы- 
текать как равномерная на сегменте [-л, л| сходимость самого 


1) Построение примера А. Н. Колмогорова можно найти на с. 412—421 кни- 
ги Н. К. Бари <«Григонометрические ряды». М.: Физматгиз, 1961. 

2) При этом функция }'(2) может оказаться не определенной в конечном 
числе точек сегмента [а, 6]. В этих точках мы доопределим ее произвольным 
образом (например, положим равной полусумме правого и левого предель- 
ных значений). 
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тригонометрического ряда Фурье функции }(т), так и сходи- 
мость этого ряда (в силу следствия 5 из п. 3$ 3) именно к функ- 
ции } (7). 

В силу признака Вейерштрасса (см. теорему 1.4 из гл. 1) 
для доказательства равномерной на сегменте [-л, д] сходимости 
ряда (10.41) достаточно доказать сходимость мажорирующего 
его числового ряда 


У ак вв}. (10.42) 
&=1 


Обозначим через ах и бь тригонометрические коэффициенты 
Фурье функции }'(т), доопределив эту функцию произвольным 
образом в конечном числе точек, в которых не существует про- 
изводная функции }(7) '). 

Производя интегрирование по частям и учитывая, что функ- 
ция }(т) непрерывна на, всем сегменте |-п, л| и удовлетворяет 
соотношениям }(—л) = (п), мы получим следующие соотно- 
шения, связывающие тригонометрические коэффициенты Фу- 


рье функции }'(5) и самой функции }(1) 2): 


к-т [| Ро) созкофе = К-1 | )зшко т = В.В 


В, 1 [ Л(одзшко ах = -Ё-1 || а) созко р = Ев 
ИУ ИУ 


Таким образом, 


р | х 16% 
ак | + [6% | т’ 


и для доказательства сходимости ряда (10.42) достаточно дока- 


зать сходимость ряда 
©.®) 
вы ВЫ 10.43 
2 НН (10.43) 


1) Например, можно положить функцию } (х) в указанных точках равной 
полусумме правого и левого предельных значений. 

2) При интегрировании по частям следует разбить сегмент [-л, | на ко- 
нечное число не имеющих общих внутренних точек частичных сегментов, 
на каждом из которых производная }'(х) непрерывна, и, беря формулу ин- 
тегрирования по частям для каждого из этих частичных сегментов, учесть, 
что при суммировании интегралов по всем частичным сегментам все под- 
становки обратятся в нуль (вследствие непрерывности }(х) на всем сегменте 


[-л, л| и условий }(—п) = }(п)). 
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Сходимость ряда (10.43) вытекает из элементарных неравенств 1) 


[ох | 1 2 1 

м < (+), 

18%] <> ( о =) 10.44 

, 2 Вь + 1,2 ( 0. ) 
И ИЗ СХОДИМОСТИ рядов 

со со 1 
2% + 8%), >, (10-45) 
К=1 К=1 


первый из которых сходится в силу равенства Парсеваля для ку- 
сочно-непрерывной функции /'(т), а второй — в силу интеграль- 
ного признака Коши-Маклорена (см. вып. 1, гл. 13, 82). Теорема 
доказана. 

Замечание. Если функцию { (5), удовлетворяющую усло- 
виям теоремы 10.11, периодически (с периодом 27) продолжить 
на всю бесконечную прямую, то теорема 10.11 будет утверждать 
сходимость тригонометрического ряда Фурье к так продолжен- 
ной функции, равномерную на всей бесконечной прямой. 

3. Простейшие условия почленного дифференциро- 
вания тригонометрического ряда Фурье. Прежде всего до- 
кажем следующую лемму о порядке тригонометрических коэф- 
фициентов Фурье. 

Лемма 1. Пусть функция ](1) и все ее производные до 
некоторого порядка т (т — целое неотрицательное число) не- 
прерывны на сегменте |-п, п| и удовлетворяют, условиям 


{(—т) = (п), 
(т) =Х(т). (10.46) 


Пусть, кроме того, функция (т) имеет на сегменте |-п, п| 


кусочно-непрерывную производную порядка (т - 1). Тогда сто- 
дится следующий ряд: 


©.® 


Ук" {ак | + вы}, (10.47) 


К=1 


в котором ак и в, суть тригонометрические коэффициенты 
Фурье функции { (т). 


1 
1) Мы исходим из элементарного неравенства, |а| : || < 5 (а + 6), выте- 


кающего из неотрицательности величины (|а| — |6). 
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Доказательство. Обозначим через ау; и Вь тригономет- 


рические коэффициенты Фурье функции ("+10 (5), доопреде- 
лив эту функцию произвольным образом в конечном числе то- 
чек, в которых не существует производной порядка (т-+1) функ- 
ции }(т). Интегрируя выражения для ар и бк (т +1) раз по 
частям и учитывая непрерывность на всем сегменте |-л, л| са- 
мой функции } (5) и всех ее производных до порядка т, а также 
учитывая соотношения (10.46), мы установим следующую связь 
между тригонометрическими коэффициентами Фурье функции 


1071 (2) и самой функции (5) '): 
По В = К" Дак + в}. 


Таким образом, 


кт рак |5} = 9 +16, 
и сходимость ряда (10.47) вытекает из элементарных неравенств 
(10.44) и из сходимости рядов (10.45), первый из которых сходит- 
ся в силу равенства Парсеваля для кусочно-непрерывной функ- 
ции /(7+110 (5), а второй —в силу признака Коши-Маклорена. 
Лемма доказана. 

Непосредственным следствием леммы 1 является следующая 
теорема. 

Теорема 10.12. Пусть функция {(х) удовлетворяет тем 
же условиям, что и в лемме 1, причем т > 1. Тогда тригоно- 
метрический ряд Фурье функции ](1) можно т раз почленно 
дифферениировать на сегменте |-тп, п]. 

Доказательство. Пусть 3 — любое из чисел 1,2,..., т. 
В результате 3-кратного почленного дифференцирования три- 
гонометрического ряда, Фурье функции }(х) получается ряд 


{м 0$ (г — п: + 6% в (&2 — =: |. (10.48) 


Заметим, что для всех т из сегмента [-т, п| как исходный три- 
гонометрический ряд Фурье, так и ряд (10.48) (с любым 3 = 
= 1,2,..., т) мажорируется сходящимся числовым рядом 


(10.47). По признаку Вейерштрасса (см. теорему 1.4 из гл. 1) 
как исходный тригонометрический ряд Фурье, так и каждый 
из рядов (10.48) (при $ =1,2,...,‚ т) сходится равномерно на 


1) При интегрировании по частям сегмент [-п, л| следует разбить на ко- 
нечное число не имеющих общих внутренних точек частичных сегментов, 
на каждом из которых [ (т+и (%) непрерывна, и учесть, что при суммирова- 
нии интегралов по всем частичным сегментам все подстановки дают нуль. 
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сегменте |-л, д|, а это (в силу теоремы 1.9 из гл. 1) обеспечи- 
вает возможность т-кратного почленного дифференцирования 
исходного ряда Фурье. Теорема доказана. 


$ 5. Более точные условия равномерной сходимости 
и условия сходимости в данной точке 


1. Модуль непрерывности функции. Классы Гёльде- 
ра. Мы начнем с выяснения понятий, характеризующих глад- 
кость изучаемых функций, и с определения классов функций, в 
терминах которых будут сформулированы условия сходимости 
тригонометрического ряда Фурье. 

Пусть функция }(х) определена и непрерывна на сегмен- 
те [а, 6]. 

Определение 1. Для каждого д > 0 назовем модулем 
непрерывности функиии { (т) на сегменте |а, 9] точную 
верхнюю грань модуля разности |1(х’) — }(х")| на множестве 
всех т’ и т’, принадлежащих сегменту [а, 6] и удовлетворяю- 
щих условию |1’ —х"| <9. 

Будем обозначать модуль непрерывности функции }(х) на 
сегменте [а, 6] символом (9, /). Итак, по определению \) 


(6, }) = зар |/(2)-)(т))|. 
|’ |< 
д, т Е[а, 6] 

Непосредственно из теоремы Кантора (см. вып. 1, теорему 
10.2) вытекает, что модуль непрерывности из(6, 1) любой непре- 
рывной на сегменте |[а, 6] функции 1 (1) стремится к нулю при 
9—0 2). 

Однако для произвольной только непрерывной на, сегмен- 
те [а, | функции }(х) нельзя, вообще говоря, ничего сказать 
о порядке ее модуля непрерывности (5, 1) относительно 
малого д. 

Покажем теперь, что если функция }(х) дифференцируема 
на сегменте [а, 6] и ее производная }’(х) ограничена на этом 
сегменте, то модуль непрерывности функции 1(т) на указан- 


ном сегменте (6, }) имеет порядок (6, }) =О(5) 3). 


1) Напомним, что символ Е означает «принадлежит», так что запись 
т, т" Е [а, 6] означает, что точки х’и т" принадлежат сегменту [а, В. 

2) Ибо (в силу теоремы Кантора) для любого = > 0 найдется д > 0 такое, 
что |} (5х'’) — 7 (2) < Е для всех т’и т” из сегмента [а, 6], удовлетворяющих 
условию [т —х |<. 

3) Напомним, что символ а« = О(6) был введен в главах 3 и 4 вын. 1 и 
обозначает существование постоянной М такой, что |[а| < Мд. 
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В самом деле, из теоремы Лагранжа 1) вытекает, что для 
любых точек т’ и 5” сегмента, [а, 6] найдется точка, &, заключен- 


ная между тих” и такая, что 


(2) — Л = =. (10.49) 


Так как производная }'’(т) ограничена на, сегменте [а, 6], то най- 
дется постоянная М такая, что для всех х из этого сегмента 
|{' (<) | < М и, стало быть, |}'(&)| < М. Из последнего неравен- 
ства и из (10.49) заключаем, что |}(5х') — 1(х”)| < М9 для всех 
т’ ит” из [а, 6], удовлетворяющих условию |5’ —х"| < д. Но это 
и означает, что (д, 1) < Мб, т.е. в (6, }) =О(5). 

Пусть а — любое вещественное число из полусегмента 0 < 
<а<1. 

Определение 2. Будем говорить, что функция 1(1) при- 
надлежит, на сегменте [а, 8] классу Гёльдера С“ с пока- 
зателем а (0 < а < 1), если модуль непрерывности функции 
1(2) на сегменте [а, в] имеет порядок и? (9, }) = О0(5°). 

Для обозначения того, что функция }(х) принадлежит на 
сегменте [а, 8] классу Гёльдера С“, обычно употребляют симво- 
лику: (т) Е СЧ|а, 6. 

Сразу же отметим, что если функция {(1) дифференцируема 
на сегменте [а, 6] и ее производная ограничена на этом сегменте, 
то эта функция заведомо принадлежит на, сегменте [а, 6] классу 
Гёльдера С” 2) (это утверждение непосредственно вытекает из 
доказанного выше соотношения (6, 1) = О(6)). 

Замечание. Пусть } (5) Е СЧ|а, В. Точную верхнюю грань 
(2) - 12) 


| __ т’ |“ 


дроби на множестве всех 1’ и Хх", принадлежащих 


сегменту |а, 6] и не равных друг другу, называют констан- 
той Гёльдера (или коэффициентом Гёльдера) 
функции }(х) (на сегменте |а, 6]). Сумму константы Гёльдера 
функции } (1) на сегменте [а, 6] и точной верхней грани |1 (1)| на 
этом сегменте называют гельдеровой нормой функции 
7(5) на сегменте [а, 6] и обозначают символом ||| сое, 


Пример. Функция } (5) = у/х принадлежит на сегменте [0, 1] 
классу С!/?, ибо для любых х' и д” из [0, 1], связанных условием 
т’ > т", справедливо неравенство |{(х’) — }(х”)| = мх’- хх 

М’ х" 


х —— ^^ < ут’-т (при этом константа Гёльдера, 
я т! - я Г! 
1) См. теорему 8.12 из вып 1. 
2?) Класс Гёльдера С", отвечающий значению аи = 1, часто называют 


классом Липшица. 
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Ма 
Ме! + Ух” 
равна единице, а гёльдерова норма равна двум). 

2. Выражение для частичной суммы тригонометри- 
ческого ряда Фурье. Пусть }(х) — произвольная кусочно-глад- 
кая на сегменте |-л, л| функция. Эту функцию мы периодиче- 


являющаяся точной верхней гранью на [0, 1] дроби 


ски (с периодом 2т) продолжим на всю бесконечную прямую !). 
Обозначим через 5,„(х, 1) частичную сумму тригонометрическо- 
го ряда Фурье функции ](1) в точке т, равную 


5%(х, }) = > + У (ак со 1х - бьзш Ат). (10.50) 
К=1 


Вставляя в правую часть (10.50) значения коэффициентов 
Фурье 7) 


от [| Луи 


1 1 . 
ит [| Пусовьиау, ы=1 | зву (12...) 


и учитывая линейные свойства интеграла, мы получим, что для 
любой точки т бесконечной прямой 


5(х, }) = - [ло Е + У (соз Ку соз т - зшКу чар) ду = 
т К=1 


- :] + Хе Ну - 2) |4 


1) По логоворенности, принятой еше в $ 1, кусочно-непрерывная функ- 
ция /(х) в каждой точке х обязана иметь значение, равное полусумме пра- 
вого и левого предельных значений. Чтобы это свойство имело место и 
для функции }(5%), периодически (с периодом 2п) продолженной на всю 


бесконечную прямую, мы должны потребовать, чтобы для продолженной 


функции имело место соотношение }(п) = /(—л) = $[1(-п-+ 0) + 1(п-0)]. 


Иными словами, мы назовем определенную на бесконечной прямой функ- 
цию }(х) периодическим продолжением кусочно-непрерывной 
на сегменте |-л, л| функции }(т), если обе эти функции совпадают на ин- 
тервале —л < т < л и если определенная на бесконечной прямой функ- 
ция }(т) удовлетворяет условию периодичности }(х +2) = (5) и условию 


(п) = (т) = 51 (-п +0) + (п - 0)]. 
2) См. формулы (10.23). 


338 РЯЛЫ И ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ ГЛ. 10 


Сделав в последнем интеграле замену переменной у = & + т, 
придем к следующему выражению: 


5п(х, 1) = - ] 7(%-Ь Е + У сов ы (Е. (10.51) 
—п-—х К—1 


Заметим теперь, что так как каждая из функций }(х +В и 


п 
В + > › сов Е является периодической функцией переменной # 
К=1 

с периодом 2л, то вся подынтегральная функция в (10.51) (обоз- 
начим ее кратко через Е(?)) является периодической функцией 
с периодом 2л. Заметим также, что интегрирование в (10.51) 
идет по сегменту |[-л — 5, л — 21|, имеющему длину, равную 27, 
т. е. равную периоду подынтегральной функции. Воспользуем- 
ся следующим элементарным утверждением: если Е(Ъ) — 
интегрируемая по любому конечному сегменту периодическая 
функция периода 2п, то все интегралы, от этой функици по лю- 
бому из сегментов, имеющих длину, равную периоду 2п, равны 
между собой, т. е. для любого х 


И ЕВ) @ = 50 4 '). (10.52) 


—л-х п 


Равенство (10.52) позволяет нам следующим образом переписать 
формулу (10.51) 


5%(х, }) = - | 1 +} Е + У соз ы ЧЕ. (10.53) 
ыл К—1 


Вычислим сумму, стоящую в (10.53) в квадратных скобках. Для 
этого заметим, что для любого номера Ё и любого значения $ 


1) Для доказательства этого утверждения достаточно, пользуясь свойст- 


7-х 

вом аддитивности, представить интеграл [ Е(Р) 4Ё в виде суммы трех 
—п-х 

интегралов 


| Ефае-+ ГгкЕФчф- Г ЕОФЯ 
и заметить, что с помощью условия периодичности Р(Р) = Е(&-+2т) и заме- 
ны переменной $ = у—2л первый из указанных трех интегралов приводится 
к третьему, взятому со знаком минус. Действительно, 


7-х 


Г гу%= [ Ратти= Л Р(у) аи =- Г Е. 


—п-х —п-х п 
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справедливо равенство 
. . 1 . 1 
25Ш 5 608 КФ = зт(К + >) — зт(К — >) 
Суммируя это равенство по всем номерам К, равным 1,2,..., п, 
получим 


У? 
25 > осо —= (п + 5) — эш >. 


ыы + Уданн] аи >) 


и, стало быть, 


Отсюда 


1 
яп (" + — =)! 
Е => соз | = 2”. (10.54) 
2511 5 
Подставляя (10.54) в 10.53 мы окончательно получим следую- 


шее выражение для частичной суммы тригонометрического ря- 
да Фурье: 


4 (10.55) 


справедливое в любой точке т бесконечной прямой. 
Замечание. Из формулы (10.55) и из того, что все ча- 


стичные суммы 5, (5, 1) функции }(5) = 1 равны единице 1), 
вытекает следующее равенство: 


п. 1 
1 за (в + =): 
ы 2. 
п ] 


1 = 4. (10.56) 


23 — 

2 

3. Интегральный модуль непрерывности функции. 
Пусть функция { (т) интегрируема (в смысле собственного инте- 
грала Римана) на сегменте |-т, д]. Эту функцию мы периоди- 
чески (с периодом 2л) продолжим на всю бесконечную прямую. 

Определение. Для любого 9 из полусегмента 0 < д < 2 
назовем интегральным модулем непрерывности 


функции }(т) на сегменте |[-п, п| точную верхнюю грань ин- 
теграла 


Лечи) - оа 


на множестве всех чисел и, удовлетворяющих условию |и| < д 


1) Ибо величина (10.55) для функции {(х) = 1 равна сумме (10.50), в 
которой ао = 2, ак = Вь = 0 при К =1, 2, ... 
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Будем обозначать интегральный модуль непрерывности функ- 
ции }(т) на сегменте |-л, л| символом [(9, 
Итак, по определению 


Л 
= зар Г Мечи) — 9 
|и|<6 —п 

Справедливо следующее утверждение. 

Лемма 2. Если функция ]1(т1) кусочно-непрерывна на сег- 
менте |-п, п| ц периодически (с периодом 2п} продолжена на 
всю бесконечную прямую, то интегральный модуль непрерыв- 
ности этой функции на указанном сегменте 1(6, }) стремит- 
ся к нулю при д 0. 

Доказательство. Фиксируем произвольное = > 0. Со- 
гласно теореме 10.10 (о замкнутости тригонометрической сис- 
темы) для функции (5) найдется тригонометрический много- 
член Т(5х) такой, что 


мт =. / ЛИ фтора < =/3У), 


Л 


и потому на основании неравенства Коши-Буняковского /) 


1 (О - т < 1 [1(#) - тора | @<=/З. (10.57) 


Из неравенства (10.57) и из того, что }(#) и Т(®) являются перио- 
дическими функциями периода 2, заключаем, что для любого 
числа и 


Г и@-+и) - Теа) 4 < =/3. (10.58) 


Поскольку модуль суммы трех величин не превосходит суммы 
модулей этих величин, то для любого числа и справедливо нера- 
венство 


1 Лечи - ош < ] У + и) — Та и) @& + 
+ | аи) фто + | т - Па. (10.59) 


Теперь остается заметить, что в силу непрерывности тригоно- 
метрического многочлена и теоремы Кантора (см. теорему 10.2 


1) См. неравенство (1.33). 
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из вып. 1) для фиксированного нами = > 0 найдется д > 0 такое, 
что при |и| < ди при всех физ [-лп, п. 


"ГЕ и) —- Т(®| < =/ (бт), 


и потому 


Г Та+ти-т@@ < =/3. (10.60) 


п 


Сопоставляя неравенство (10.59) с неравенствами (10.57), 
(10.58) и (10.60), получим, что 


п 


ГУСИ) - 10 < (10.61) 


п 


для всех и, для которых |и| < д. Лемма доказана. 


Замечание к лемме 2. Легко убедиться, что стремление к ну- 
лю интегрального модуля непрерывности 1(5, }) при д 0 имеет место 
не только для любой кусочно-непрерывной, но и для любой интегрируемой 
(в собственном смысле Римана) на сегменте [-п, п] функции Ё1(х). Для 
доказательства этого фиксируем произвольное = > 0 и заметим, что в силу 
интегрируемости }(Р) на сегменте —л < Ё < л найдется до > 0 такое, что 
для любого разбиения сегмента [—-п, п| на частичные сегменты дли- 
ны, меньшей до, разность между верхней и нижней суммами функции } (К) 
будет меньше =/4. Фиксируем некоторое разбиение Т’ сегмента |[-л, п| на 
частичные сегменты равной длины д < до. Из того, что }(Р) — периоди- 
ческая функция, вытекает, что для любого |и| < д и для фиксированного 
нами разбиения Т сегмента —л < # < пл разность между верхней и нижней 
суммами функции }(&-+ и) (при достаточно малом д) будет по крайней мере 
меньше =/2. Но отсюда следует, что при фиксированном нами разбиении ТГ 
разность между верхней и нижней суммами функции | (Е и) — }(®)] при 


& & 
любом |и| < д будет меньше у — о = 12. Обозначим для фиксированного 


нами разбиения Т верхнюю и нижнюю суммы функции [ (Е + и) — }(#]| со- 
ответственно через 5 и $, а верхнюю и нижнюю суммы функции | (+ и)— 
— }(#)| соответственно через 5 и $. В $ 5 гл. 10 вып. 1 установлено, что для 
любого разбиения верхняя и нижняя суммы р и $ самой функции и верхняя 
и нижняя суммы © и $ модуля этой функции связаны соотношением 5 — 
—$ < 5—5. Таким образом, для фиксированного нами разбиения Тсправед- 
ливо неравенство 5—5 < 3= /4. Но это означает, что для фиксированного на- 
ми разбиения Т разность между любой интегральной суммой функции 


п 
(+) — 1(®)| и интегралом / |У(Е+и)- 1 (®)| 4 меньше числа 3/4. Если мы 
п 
выберем в этой интегральной сумме все промежуточные точки & в центре 
соответствующих частичных сегментов длины 0 и потребуем, чтобы число 
и удовлетворяло неравенству |[и| < 9/2, то обе точки &к и &, + и будут при- 
надлежаль К-му частичному сегменту, и потому разность |} (&к + и) — 1(&%)| 


342 РЯДЫ И ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ ГЛ. 10 


не будет превосходить колебания Му — тк функции }(Р) на К-м частичном 
сегменте 1). Но тогда вся указанная интегральная сумма не будет превос- 
ходить суммы (Мк — ть) Ав, равной разности верхней и нижней сумм 
функции }(+) для разбиения Т, т. е. не будет превосходить числа =/4. От- 


сюда следует, что при |и| < 9/2 интеграл | |[7(&+и)- }(®| 4Ё не превосходит 


числа =, что и доказывает стремление Г[(6, }) к нулю при д - 0. 


Извлечем теперь из леммы 2 ряд важных для дальнейшего 
следствий. 

Следствие 1. Если функция Т(Р) кусочно-непрерывна на 
сегменте |-п, п| и периодически (с периодом 2п) продолжена 
на всю бесконечную прямую, а х — любая фиксированная точка 
сегмента |-п, п|, то для любого = > 0 найдется д > 0 такое, 


чЧУТО 
п 


ГУ@-Е-и) - 12+ <= (10.62) 
п 
при |ц| < 9. 
Доказательство. Сделав в интеграле, стоящем в левой 
части (10.62), замену переменной т = -# 


1 (ети) лев Че и) — ат 


и заметив, что (в силу равенства (10.52)) 


Риби - лов = Ге - ов 


мы убедимся в том, что неравенство (10.62) является следствием 
(10.61). 
Следствие 2. Если каждая из функций }(Т) и =(Ъ) кусочно- 


непрерывна на сегменте |-п, п| и периодически (с периодом 2п) 
продолжена на всю бесконечную прямую, то функция 


И 
Г(г) = | аи 
п 
является непрерывной функцией т на сегменте —т < т < т. 
Доказательство. Пусть т — любая точка сегмента 


[-л, д]. Тогда 


Ка и) — Г) = 1 Чеёти) — ева 


1) Через Мь и ть мы обозначаем точную верхнюю и точную нижнюю 
грани функции }(#) на К-м частичном сегменте. 
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и поскольку кусочно-непрерывная на сегменте |-л, л| функ- 
ция 2(Р) удовлетворяет на этом сегменте условию ограничен- 
ности |=(И| < М, то 

п 


1(5 + и) — Г(2)| < М | (ее +Е+ и) - 2+9 


и потому в силу (10.62) для любого = > 0 
(+ и) -— Г) <= при и <0(Е). 


Непрерывность [(1) в точке х доказана. 

Следствие 3. Если каждая из функций }(Т) и #(Т) кусочно- 
непрерывна на сегменте |-п, п| и периодически (с периодом 2п) 
продолжена на всю бесконечную прямую, то тригонометриче- 
ские коэффициенты Фуръе функции Е(т, ® = (2 +1 е(® при 
разложении ее по переменной 1 


ат (2) = - ] 1 (2 + В е(®) соз п а, (10.63) 
Ь, (2) =1 ] Ребе затей (10.64) 


сходятся к нулю (при п — со) равномерно относительно х на 
сегменте |-п, п| (а стало быть, и на всей бесконечной прямой). 

Доказательство. Для любой фиксированной точки т 
сегмента |-л, л| функция Е(х, №) = }(т + Ве(® является ку- 
сочно-непрерывной функцией аргумента $ на сегменте |[-ят, л| 
и, стало быть, для этой функции справедливо равенство Парсе- 


валя 1) 


442) У +8 =1 ] 12+ 98? (а. — (10.65) 


Из равенства (10.65) вытекает сходимость ряда, стоящего в левой 
его части, в каждой фиксированной точке х сегмента |[-п, д|. 
Так как указанный ряд состоит из неотрицательных чле- 


нов, то в силу теоремы Дини 2) для доказательства, равномер- 
ной на сегменте |-п, д] сходимости указанного ряда достаточно 


1) См. следствие 1 из п. 3 $ 3 этой главы. 
2) См. теорему 1.5 (формулировку в терминах рядов). 
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доказать, что как каждая функция ап(х) и 6, (5), так и сум- 


И 
ма ряда (10.65) - | Г7(х + 927 (® 4 являются непрерывными 
п 


функциями 1 на сегменте |-л, л|, но это сразу вытекает из пре- 
дыдущего следствия (достаточно учесть, что квадрат кусочно- 
непрерывной функции является кусочно-непрерывной функци- 
ей и что соз7ф и зшпф при каждом фиксированном номере п 
являются непрерывными функциями). 


Следствие 4. Если каждая из функций }(Т) и #(Ъ) кусочно- 


непрерывна на сегменте |-п, п| и периодически (с периодом 2т) 
продолжена на всю бесконечную прямую, то последователь- 
ность 


сп(х) = - [1 +Ю=(Р) эт (п + а (10.66) 


сходится к нулю равномерно относительно х на сегменте 
[-л, д] (а стало быть, и на всей бесконечной прямой). 


Доказательство. Достаточно учесть, что 
. 1 . . $ 
эп [7 + 5 $ = с0$ 7%. $1 5 + 311 7% : с0$ о 


и применить предыдущее следствие, беря в (10.63) вместо 2() 
функцию 2=(т) - зш -. ав (10.64) вместо =(Р) функцию 2(® - соз >. 


4. Принцип локализации. В этом пункте мы докажем, что 
вопрос о том, сходится или расходится тригонометрический ряд 
Фурье кусочно-непрерывной на сегменте |-л, л| и периодичес- 
кой (с периодом 2^) функции ](1) в данной точке хо, решается 
лишь на основании поведения функции }(х) в как угодно ма- 
лой окрестности точки то. Это замечательное свойство три- 
гонометрического ряда Фурье принято называть принци- 
пом локализации. 

Начнем с доказательства, важной леммы. 

Лемма 3 (лемма Римана). Если функция 1 (т) кусочно- 
непрерывна на сегменте |-п, п| и периодически (с периодом 2т) 
продолжена на всю бесконечную прямую и если эта функция 


обращается в нуль на некотором сегменте [а, 6] 1), то для лмю- 


а, 
бого полоэжительного числа д, меньшего ‚ пригонометруи- 


ческий ряд Фурье функиии |[(т) равномерно на сегменте 
[|а-+0, 6 —0| стодится к нулю. 


1) Сегмент [а, является совершенно произвольным. В частности, этот 
сегмент может не содержаться целиком в [-л, 7]. 
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Доказательство. Пусть д — произвольное положитель- 
р —а 
ное число, меньшее ——. Частичная сумма тригонометричес- 


кого ряда Фурье функции }(х) в произвольной точке х беско- 
нечной прямой определяется равенством (10.55). Полагая 


при 0<|1| <л, 
= *"> (10.67) 
0 при |#|<0 


и учитывая, что }(1 +) равняется нулю при условии, что х 
принадлежит сегменту [а -+ д, 6—6], а $ принадлежит сегменту 


|| <0 1), мы можем следующим образом переписать равенство 
(10.55) для каждой точки х сегмента |а + 9, 6—0]: 


5% (5, 1) = Е [ е+ 05 вт (в 514 


Остается принять во внимание, что последовательность, стоя- 
щая в правой части последнего равенства, в силу следствия 4 из 
п. 3 сходится к нулю равномерно относительно х на всей беско- 
нечной прямой. Лемма доказана. 

Непосредственными следствиями доказанной леммы явля- 
ются следующие две теоремы. 

Теорема 10.13. Пусть функция 1(5%) кусочно-непрерывна 
на сегменте |-п, п| и периодически (с периодом 2п) продолже- 


на на всю бесконечную прямую, и пусть [а, 6] — некоторый сег- 
мент. Для того чтобы тригонометрический ряд Фурье функ- 


— а 
иии (т) при любом положительном 0, меньшем ——, сто- 


2 
дился (к этой функции) равномерно на сегменте [а +9, 6-9, 
достаточно, чтобы существовала кусочно-непрерывная на сег- 
менте |-п, п] и периодическая (с периодом 2п) функция (т), 


обладающая равномерно сходящимся на сегменте [а, 6] триго- 
нометрическим рядом Фурье и совпадающая на сегменте |[а, 6] 
с функцией 1 (т). 

Доказательство. Применяя лемму 3 к разности [1 (15) — 


— 2(1)|, мы получим, что тригонометрический ряд Фурье раз- 
— а 


ности |}(5) — 2(т)| при любом 0 из интервала 0 < д < 


сходится к нулю равномерно на сегменте [а- 9, 6—6], а отсюда 


1) В силу того, что функция }(2) равна нулю на всем сегменте [а, 6]. 
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и из равномерной на сегменте |а, 6] сходимости тригонометриче- 
ского ряда Фурье функции 2(х) вытекает равномерная на сег- 
менте [а-+ 9, 6—0] сходимость тригонометрического ряда Фурье 
функции | (1). Тот факт, что последний ряд сходится на сегмен- 
те [а-+9, 6-0] именно к функции {[(5) непосредственно 
вытекает из следствия 5 п. 3 3 3 этой главы. Теорема, доказана. 
Теорема 10.14. Пусть функция }{(х) кусочно-непрерывна 
на сегменте |-п, п| и периодически (с периодом 2п) продолже- 
на на всю бесконечную прямую, и пусть хо — некоторая точка 
бесконечной прямой. Для того чтобы тригонометрический ряд 
Фурье функции }(т) сходился в точке то, достаточно, чтобы 
существовала кусочно-непрерывная на сегменте |-тп, п] и пе- 
риодическая (с периодом 2п) функция (т), обладающая стходя- 
щимся в точке то тригонометрическим рядом Фуръе и совпа- 
дающая с }(х) в как угодно малой д-окрестности точки хо. 
Доказательство. Достаточно применить лемму 3 к раз- 


ности [](15) — 2(1)]| по сегменту [о — >, то + > и учесть, что 


из сходимости в точке то тригонометрических рядов функций 
[1(%) — =(х)] и 2(т) вытекает сходимость в этой точке и триго- 
нометрического ряда Фурье функции }(т). Теорема доказана. 

Теорема, 10.14 не устанавливает конкретного вида условий, 
обеспечивающих сходимость тригонометрического ряда Фурье 
функции }(т) в точке 10. Она лишь доказывает, что эти усло- 
вия определяются только поведением }(х) в как угодно малой 
окрестности точки 40 (т. е. ииеют локальный характер). 

5. Равномерная сходимость тригонометрического ря- 
да Фурье для функции из класса Гёльдера. В этом и в 
следующем пунктах мы займемся уточнением условий, обеспе- 
чивающих равномерную сходимость и сходимость в данной точ- 
ке тригонометрического ряда Фурье. 

Докажем следующую основную теорему. 

Теорема 10.15. Если функция 1(т) принадлежит на сег- 
менте |-п, п| классу Гёльдера С“ с каким угодно положжитель- 
ным показателем с (0 < а < 1) и если, кроме того, 1(=п) = 
= (т), то тригонометрический ряд Фурье функции ]1(1) сто- 
дится (к этой функции) равномерно на сегменте |-п, п|. 

Доказательство. Как обычно, будем считать, что функ- 
ция }(т) периодически (с периодом 2л) продолжена на, всю бес- 
конечную прямую. Условие }(—л) = (п) обеспечивает принад- 
лежность так продолженной функции классу Гёльдера С“ на 
всей бесконечной прямой. 

Пусть 1 — любая точка, сегмента [-л, л|. Умножая обе час- 
ти равенства (10.56) на }(т) и вычитая полученное при этом 
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равенство из (10.55), мы получим равенство 


п . 1 
зав (п + =): 


5. Лет ] Учи Л 


п 
Л 


4. (10.68) 


2 зш — 
2 


Из условия принадлежности ](1) классу Гёльдера С“ вытекает 
существование постоянной М такой, что 


(+) -Лз) < М-Р (10.69) 


во всяком случае для всех 1 и всех $ из сегмента, |-т, п |. 
Фиксируем произвольное = > 0 и по нему д > 0, удовлетво- 
ряющее неравенству 
М ба < (10.70) 
а 


о 


Разбивая сегмент |-л, | на сумму отрезка |$| < д и множества 
д < {| <л, мы придадим равенству (10.68) следующий вид: 


5-Е | ео а 


п 2зш — 
|8 [<9 2 
и) |") 
зш[п+- зш[п+-] 
+ ] [(е+ 2^ 28 ] Ч 
п 2зш — п 2зш — 
0<|8|<л 03 #<лт 
(10.71) 


Для оценки первого из интегралов в правой части (10.71) вос- 


1 
пользуемся неравенством (10.69) и учтем, что —__— < —_ для 
ры] 


всех { из сегмента [-л, л] ('). Мы получим, что для любого 


НИЙ 
1) Указанное неравенство сразу вытекает из того, что функция при 


уши т 


изменении 2 от 0 дол/2 убывает от 1 до 2/п. Факт убывания функции 


зшх\’ с0$ т 
в свою очередь вытекает из того, что = (т — 5 т) < 0 всюду 
Ин Ин 


при 0 < х < л/2, ибо х < вх при 0 <тх<л/2 (см. п. 68 5 тл. 4 выц. 1). 
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номера п, и любого х из сегмента |[-т, д| 


. 1 
зав (п + =) 
ИИ АИ 


| пе+д- ла а < 
< 251 > 
зш(®+ 51 
< | уе пои < 
25 = 
#58 
д 
<-” ета = Ма | = М". да. 
[в 
#58 0 


Отсюда на основании (10.70) для любого номера % и любого т 
из сегмента [-л, д. 


] эй (| + ,) | : 
1 ] + А < 5. (10.72) 
п 2 зш — 3 

|856 2 
Второй из интегралов в правой части (10.71) с помощью кусоч- 
но-непрерывной на сегменте |-л, л| функции (10.67) записыва- 
ется в виде 


1 (+5) 
— ] и Ел (Ве (Озт(п + >) а. 
Щ — 
<< 25 


В силу следствия 4 из п. 3 правая часть последнего равенства 
сходится к нулю (при п -» со) равномерно относительно х на 
сегменте |-п, л|. Поэтому для фиксированного нами = > 0 най- 
дется номер № такой, что 


И (| + ) + 
1 ] Ка а <= (10.73) 
п 2 эш — 3 
5<1|<л 2 

для всех п > М! и всех х из сегмента |-ят, д|. 

Для оценки последнего интеграла в правой части (10.71) за- 
метим, что с помощью кусочно-непрерывной функции (10.67) 
этот интеграл записывается в виде 


п 


1 
Аг) ] а | нь) 


Ш 2 зш — Ш 
5<|#|<т 2 —т 
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Интеграл, стоящий в правой части последнего равенства, схо- 
дится к нулю (при п -» со) в силу все того же следствия 4 из 


п. 3 (достаточно применить это следствие к функции /(1) = 1). 
Учитывая также, что функция }(5) во всяком случае ограни- 


чена на сегменте [-т, л|, мы получим, что для фиксированного 
нами произвольного & > 0 найдется номер № такой, что 


1 
зш | п+-] 
1) ] (3) << (10.74) 


п 2 зш — 
2 


5<|#|<т 


для всех п > № и всех х из сегмента |-т, д|. 

Обозначив через М наибольший из двух номеров М1 и №, мы 
получим в силу (10.71)-(10.74), что для фиксированного нами 
произвольного & > 0 найдется номер М такой, что 


5(х, Г) — 1(1)| <= 


для всех п > М и всех 1 из сегмента |-т, л|. Теорема доказана. 
Замечание 1. Очевидно, что в условиях теоремы 10.15 
тригонометрический ряд Фурье сходится равномерно не только 
на сегменте |-л, |, но и равномерно на всей бесконечной пря- 
мой (к функции, являющейся периодическим (с периодом 2т) 
продолжением }(5х) на всю бесконечную прямую). 
Замечание 2. Отметим, что при оценке интегралов (10.73) 
и (10.74) мы использовали лишь кусочную непрерывность (и 
вытекающую из нее ограниченность) функции }(5) на сегменте 
[-л, л| (принадлежность }(1) классу Гёльдера при оценке этих 


интегралов не использовалась). 


Замечание 3. Естественно возникает вопрос о том, можно ли в 
теореме 10.15 ослабить требование гладкости на функцию }(х), сохраняя 


утверждение этой теоремы о равномерной на сегменте |[-л, д] сходимости 
тригонометрического ряда Фурье функции [(5т). 
Напомним, что принадлежность }(1) на сегменте |[-лт, я] классу Гёль- 


дера С“ по определению означает, что модуль, непрерывности } (т) на этом 
сегменте имеет порядок 


(6, 1) = 0(5°). 
Отметим без доказательства так называемую теорему ДиниЛип- 
ш и ца, которая утверждает, что для равномерной на сегменте [-п, п] 
сходимости тригонометрического ряда Фурье функции (т) достаточно, 
чтобы эта функция удовлетворяла условию 1(—п) = (п) и чтобы ее мо- 
дуль непрерывности на сегменте [-п, п| имел порядок 


56, Л =). 


т. е. являлся бесконечно малой при д -} 0 величиной более высокого поряд- 
ка, чем 1/(ш 1/9). 
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Теорема Дини-Липшица содержит окончательное (в терминах модуля 
непрерывности функции) условие равномерной сходимости тригонометри- 
ческого ряда Фурье этой функции, ибо можно построить функцию [(х), 
удовлетворяющую условию }{(—лп) = }{(п) с модулем непрерывности, имею- 
щим на сегменте |-л, л| порядок О(1/(ш1/6)) и с тригонометрическим ря- 
дом Фурье, расходящимся на множестве точек, всюду плотном на сегменте 
[-л, п] 

В условиях теоремы 10.15 после периодического (с перио- 
дом 27) продолжения функция } (т) оказывалась принадлежащей 
классу Гёльдера С“ на всей бесконечной прямой. Естественно 
возникает вопрос о поведении тригонометрического ряда Фурье 
функции }(15), принадлежащей классу Гёльдера С“ только на 
некотором сегменте |а, 6], а всюду вне этого сегмента удовлет- 
воряющей лишь обычному требованию кусочной непрерывности. 

Ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

Теорема 10.16. Пусть функция }{(х) кусочно-непрерывна 
на сегменте |-п, п| и периодически (с периодом 2п) продолже- 
на на всю бесконечную прямую. Пусть далее на некотором сег- 
менте |[а, 6], имеющем длину, меньшую 2п, эта функция при- 
надлежит классу Гельдера С“ с произвольным полоэсителъ- 
ным показателем с (0 < а < 1). Тогда для любого 9 из интерва- 


ла0<0< —“ тригонометрический ряд Фуръе функции | (т) 


сходится (к этой функции) равномерно на сегменте [а-5, 6—6]. 

Доказательство. Построим функцию 2(т), которая на 
сегменте [а, 6] совпадает с }(х), на сегменте [6, а + 2*| явля- 
ется линейной функцией вида 
Ах + В, обращающейся в }(5) 
при х =фив { (а) при х =а+ 
+2л 2), и которая периодиче- 
ски (с периодом 27) продолже- 
ать 2па-+213 х на с сегмента, [а, а + 27| на всю 
бесконечную прямую (на рис. 
10.1 жирная линия изображает 
график функции }(5), а штриховая линия — график построен- 
ной по ней функции 2(5)). 


Рис. 10.1 


1) Доказательство теоремы Дини-Липшица и построение только что ука- 
занного примера можно найти, например, в книге А. Зигмунда «Тригоно- 
метрические ряды». Т. Г. — М.: Мир. 1965, с. 108 и 477. 

2) Условие обращения функции Ах + Вв /[(5) при х = Вив {(а) при 

— Г(Б 
х = а+2т однозначно определяет постоянные Аи В: А = ео, 
а+2т — 


_ @+2м)} (6) —- Га) 
в= а+2т —6 


$5 БОЛЕЕ ТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 351 


Очевидно, что построенная нами функция 2(5) удовлетво- 
ряет условию #(—л) = (п) и принадлежит классу Гёльдера 
С“ (с тем же положительным показателем а, что и }(т)) на 
всей бесконечной прямой !). В силу теоремы 10.15 и замеча- 
ния 1 тригонометрический ряд Фурье функции 2(5) сходится 
равномерно на, всей бесконечной прямой, а поэтому в силу тео- 
ремы 10.13 тригонометрический ряд Фурье функции }(х) при 


любом 6 из интервала 0 < 6 < -——“ сходится (к этой функции) 


равномерно на сегменте |а + 9, 6 -— 6]. Теорема, доказана. 
Замечание 4. Утверждение теоремы 10.16 остается спра- 
ведливым и для сегмента |[а, 6], имеющего длину, равную 2” 
(т. е. для случая 6 = а + 2м), но в этом случае при доказатель- 
стве теоремы следует, фиксировав произвольное д из интервала 
0 < д <л, взять функцию 2(5) совпадающей с (5) на сегмен- 


те +5. +25 ‚ линейной на сегменте @+2т— 5, а+2т +5 


и периодически (с периодом 27п) продолженной с сегмента 


|+ >. ап -+ > на всю бесконечную прямую. Если же сегмент 


[а, 6] имеет длину, превосходящую 27, то из принадлеж- 
ности }(х) классу Гёльдера С“ на таком сегменте и из условия 
периодичности }(т) (с периодом 27т) вытекает, что }(х) принад- 
лежит классу С на всей бесконечной прямой, т. е. в этом случае 
мы приходим к теореме 10.15. 

6. О сходимости тригонометрического ряда Фурье ку- 
сочно-гёльдеровой функции. 

Определение 1. Будем называть функиию {1 (т) кусочно- 
гёльдеровой на сегменте |[а, &], если эта функция кусочно- 
непрерывна на сегменте |а, 6] и если сегмент |[а, 6] при помо- 
щи конечного числа точек а = 10 < т! < 12 <... < 1 =6 
разбивается на частичные сегметитиы [ть_1, тк] (К = 1,2, 

.., п), на каждом из которых эта функция принадлежит клас- 
су Г Ельдера СА с некоторым положительным показателем, сиу 
(0 < а; < 1), причем при определении класса Гёльдера на час- 
тичном сегменте [ть_1, Хк| в качестве значений функции на 
концах сегмента следует, брать предельные значения 1(ть—1 + 0) 


и } (лк - 0) 2). 


1) Достаточно учесть, что &(5) всюду непрерывна и что линейная функция 
имеет ограниченную производную и потому принадлежит классу Гёльдера 
С“ при любом а < 1. 


2) Как у всякой кусочно-непрерывной функции, у кусочно-гёльдеровой 
функции значения в каждой точке т» обязаны быть равны полусумме пра- 
вого и левого предельных значений в этой точке, т. е. должно быть спра- 


ведливо равенство }(ть) = (1/2)[1(хь — 0) + (тк + 0)]. 
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Иными словами, область задания всякой кусочно-гёльдеро- 
вой функции распадается на, конечное число не имеющих общих 
внутренних точек сегментов, на каждом из которых эта, функ- 
ция принадлежит классу Гёльдера с некоторым положительным 
показателем. Каждый из этих сегментов мы будем называть 
участком гладкости функции. 

Определение 2. Будем называть функиию {1 (т) кусочно- 
гладкой на сегменте [а, 6], если эта функция кусочно-непре- 


рывна на сегменте [а,, И и имеет на этом сегменте кусочно- 


непрерывную производную 1), т. е. если функция | (2) кусочно- 


непрерывна на сегменте [а, 6] и ее производная ]'(х) существует 
и непрерывна всюду на этом сегменте, за исключением, быть 
может, конечного числа точек, в каждой из которых функция 
1'(х) имеет конечные правое и левое предельные значения. 


Ясно, что всякая кусочно-гладкая на, сегменте [а, 6] функция 
является кусочно-гёльдеровой на, этом сегменте. 

Имеет место следующая основная теорема. 

Теорема 10.17. Пусть кусочно-гёльдеровая на сегменте 
[-л, | функция }(х) периодически (с периодом 2п) продолже- 
на на всю бесконечную прямую. Тогда тригонометрический ряд 
Фурье функции ](%) сходится в каждой точке х бесконечной 
прямой к значению (т) = (1/2) (х — 0) + Г(х + 0)], причем 
сходимость этого ряда является равномерной на каждом фик- 
сированном сегменте, лежжащем внутри участка гладкости 
функции 1(т). 

Доказательство. Утверждение теоремы в равномер- 
ной сходимости на каждом фиксированном сегменте, лежащем 
внутри участка гладкости, сразу вытекает из теоремы 10.16. 
Отсюда же вытекает и сходимость тригонометрического ряда 
Фурье функции }(т) в каждой внутренней точке участ- 
ка гладкости функции 1(5) ^). Остается доказать сходимость 
тригонометрического ряда Фурье функции }(5) в каждой точке 
соединения двух участков гладкости. 

Фиксируем одну из таких точек и обозначим ее через х. Тогда, 
найдутся постоянные М1 и Л42 такие, что при любом достаточно 
малом положительном # справедливо неравенство 


У(е-® — 1(+0)| < Ми (0<а< 1) (10.75) 


а при любом достаточно малом отрицательном $ справедливо 
неравенство 


(+8 — (т - 0)| < №2. (0<%<1. (10.76) 


1) См. определение 1 из п. 2 $ 4 этой главы. 


2) Ибо каждую внутреннюю точку участка гладкости можно охватить сег- 
ментом, лежащим внутри этого участка. 
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Обозначим через М наибольшее из чисел М1 и М, а через а 
наименьшее из чисел а1 и а2. Тогда при |1| < 1 в правой части 
каждого из неравенств (10.75) и (10.76) можно писать М. |1. 

Фиксируем теперь произвольное = > 0 и по нему д > 0, удо- 
влетворяющее неравенству (10.70) и настолько малое, что при 
|| < д справедливы оба неравенства (10.75) и (10.76) и в правой 
части этих неравенств можно брать число М-|{ |. Повторяя рас- 
суждения, проведенные при доказательстве теоремы 10.15, мы 
придем к равенству (10.71) и для доказательства теоремы нам 
остается убедиться, что в фиксированной нами точке 1 справелд- 
ливы оценки (10.72), (10.73) и (10.74). В замечании 2 п. 5 мы 
отметили, что оценки (10.73) и (10.74) справедливы для любой 
только кусочно-непрерывной и периодической (с периодом 2т) 
функции. Остается доказать справедливость для всех номеров п 
оценки (10.72). 


Имея в виду, что }(5) = (1/2) [1(х — 0) + 1(х + 0)] и что 1) 


9. 1 9. 1 о. 1 
] Ш (1+5) Ш (1+5) 91 (1+5) 


2 


2 зш — 2 зш — 
—6 о. 0 2 —0 


мы можем следующим образом переписать интеграл, стоящий в 
левой части (10.72): 


1 
Е [ ие+9 ыы а = 


2 зш — 
2 


Ш 2 зш — 
|| 56 2 
] р И (| + ,) 1 
= +0 -е+ 0-27 + 
Ш 2 зш — 
0 2 
] о Ш ( + ,) + 
+1 [уе -ле- 0 —РАа (10.77) 
Ш 2 зш — 
—0 2 
1 зт(п + 1/2) .. 
) В силу того, что функция Ф(® = ^^ является четной, 


2 зт(#/2) 
т. е. для любого { удовлетворяет условию ф(—№) = ф(®. Легко убедиться, 
0 
что для такой функции ] (АЕ = | ФФ) (достаточно в одном из этих 


интегралов сделать замену # = —т), и поэтому 


[а] 
о = [фа = [а 


12 В.А. Ильин и Ъ. Г. Позняк, часть П 
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Для оценки интегралов, стоящих в правой части (10.77), вос- 
пользуемся неравенствами (10.75) и (10.76), беря в правой части 
этих неравенств число М] |“. Учитывая уже применявшуюся 


при доказательстве теоремы 10.15 оценку : < — (при 
ры] ^ 8 
|| <л) и неравенство (10.70), будем иметь 
] эй (| + ,) + 
Е [ печо- лари < 
п 2 зш — 
[#56 2 
0 0 
< И К = 1. да хе. 
2 (6) 3 
0 —0 


Оценка (10.72), а, с ней и теорема, доказаны. 

Следствие 1. Утверждение теоремы 10.17 будет тем бо- 
лее справедливо, если в ее формулировке вместо кусочно-гёльде- 
ровой взять кусочно-гладкую (на |-п, п) функцию, периодиче- 
ски (с периодом 2п) продолженную на всю бесконечную прямую. 


Для формулировки еще одного следствия введем новое по- 
нятие. Пусть 0 <а < 1. 


Определение 3. Будем говорить, что функция (т) удов- 
летворяет в данной точке х справа (слева) 
условию Гёльдера порядка с“, если функция (т) име- 


ет в точке х правое (левое) предельное значение и если суще- 
ствует такая постоянная М, что для всех достаточно малых 
положительных (отрицательных) + справедливо неравенство 
УЕ - 1+0) <мМ ([Ие+9- (2—0) <м). 
Где. | | |< 

Очевидно, что если функция ](1) имеет в данной точке т 

правую (левую) производную, понимаемую как предел 
вы 70-0) ( о 9 то функция /(2) 

0-0 [А 0—0 $ 

заведомо удовлетворяет в этой точке х справа (слева) условию 

Гёльдера любого порядка а < 1. 

Следствие 2 (условие сходимости тригонометри- 
ческого ряда Фурье в данной точке). Для того чтобы три- 
гонометрический ряд Фуръе кусочно-непрерывной и периодичес- 
кой (с периодом 2п) функции 1(т1) сходился в данной точке х 
бесконечной прямой, достаточно, чтобы функция {(х) удовле- 
творяла в точке х справа условию Гёльдера какого-либо поло- 
жительного порядка о1 и в точке х слева условию Гёльдера 
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какого-либо положительного порядка 2 (и тем более доста- 
точно, чтобы функция }(х) имела в точке х правую и левую 
производные). 

Доказательство. Достаточно заметить, что из того, что 
функция }(х) удовлетворяет в точке х справа (слева) условию 
Гёльдера порядка ©1 (порядка, @2), вытекает существование по- 
стоянной М1, (постоянной М2) такой, что для всех достаточ- 
но малых положительных (отрицательных) # справедливо нера- 
венство (10.75) (неравенство (10.76)). Но изложенное нами дока- 
зательство теоремы 10.17 использует лишь неравенства (10.75) 
и (10.76) и кусочную непрерывность и периодичность }(хт). 

Пример. Не вычисляя коэффициентов Фурье функции 


сот при —п < т<0, 
1(«) = 1/2 при х = 0, 
„т при 0<х<л, 


мы можем утверждать, что тригонометрический ряд Фурье этой 
функции сходится в точке 1х = 0 к значению 1/2, ибо функция 
1(т) имеет в этой точке левую производную и удовлетворяет в 
этой точке справа, условию Гёльдера порядка а = 1/2. 


т. Суммируемость тригонометрического ряда Фурье непрерыв- 
ной функции методом средних арифметических. Мы уже отмечали, 
что тригонометрический ряд Фурье всюду непрерывной и периодической (с 


периодом 2л) функции может быть расходящимся (см. п. 1). Докажем, что 
этот ряд тем не менее всегда суммируем (равномерно на всей бесконечной 
прямой) методом Чезаро (или методом средних арифметических) '). 
Теорема 10.18 (теорема Фейера ®)). Если функция }{(х) непрерыв- 
на на сегменте [-п, п| ч удовлетворяет условию }(—п) = 1(п), то средние 


арифметические частичных сумм ее тригонометрического ряда Фурье 
бо(х, Г) + 51(х, Г) +... + би-1(х, Г) 
о"(ж, Г) = О 


сходится (к этой функции) равномерно на сегменте [-п, п| (а в случае, 
если функция с периодом п продолжена на всю бесконечную прямую, рав- 
номерно на всей бесконечной прямой). 


Доказательство. Из равенства (10.55) для 5„(х, 1) получим, что 


(в Р- р Лечи У е (1 + ,) й 4. (10.78) 


пт. 2 уши 5 &—=0 


1) См. дополнение 3 к гл. 13 вып. 1. 


2) Л. Фейер доказал свою теорему в 1904 г. Л. Фейер — венгерский мате- 
матик (1880-1959). 


12* 
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Для вычисления суммы, стоящей в (10.78) в квадратных скобках, просум- 
мируем тождество 


1 1 
28 эт (ву) е совм — воз 


по всем К =0,1,..., п- 1. В результате получим 
п—1 
1 1 + 
25ш — У эт (++ ,) Е=1— со = Эзш? ^^. 
2.— 2 2 
С помощью последнего равенства (10.78) приводится к виду 
1 7. эт? — 
о =- ] ечи— 2. (10.79) 
пт 2 т? — 


Из (10.79) в свою очередь немедленно следует, что 


д. о 

1 Ш р 
| — 2 4=1, (10.80) 

ТУ 2 эт? р. 


ибо левая часть (10.80) равна среднему арифметическому частичных сумм 
тригонометрического ряда Фурье функции }{(х) = 1, а все указанные час- 


тичные суммы тождественно равны единице (см. п. 2). 
Фиксируем произвольное = > 0. Согласно теореме Вейерштрасса 10.9 
найдется тригонометрический многочлен Т(т) такой, что 


|1 (+) — Т(=)]| < =/?2 (10.81) 
для всех т из бесконечной прямой. В силу линейности средних арифмети- 
ческих о„(х, }) = в»„(х, }— Г-+)а»(х, Т), так что 

|» (ж, }) — Т(+)| < [0% (=, 1-Т] + [9% (=, Т) - Т(®)|. (10.82) 
Записав равенство (10.79) для функции [}(х)-Т(х)|, мы получим, учитывая 


. т 
чт? — 


неотрицательность называемой ядром Фейера функции —. и 


используя оценку (10.81) и равенство (10.80), 


|6» (, 1 -Т < 


п . 2 п : 2 
1 эЭШ р = 1 эЭШ р = 
<-- [| ме+и-течи-— 2 #<е. — 2-е (10.83) 
ть р) $12 5 2 ть р) $12 2 


Неравенство (10.83) справедливо для любого номера п. Заметим теперь, что 
тригонометричский ряд Фурье многочлена Т(х) совпадает с этим много- 
членом. Отсюда следует, что все частичные суммы 5, (х, Г), начиная с неко- 


торого номера по, равны Т(5). Но это позволяет нам для фиксированного 
выше произвольного = > 0 отыскать номер № такой, что 


|" (х, ТГ) — Т(х)| < =/2 (10.84) 
при всех п > М и всех х. 
Из неравенств (10.82), (10.83) и (10.84) заключаем, что |0„(х, })-}(1)| < 
< Е при всех п > М и всех х. Теорема доказана. 
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8. Заключительные замечания. 1°. При решении ряда 
конкретных задач приходится раскладывать функцию в триго- 
нометрический ряд Фурье не на сегменте |[-л, п], а на сегменте 
[-2 Й|, где {[ — произвольное положительное число. Для перехо- 
да к такому случаю достаточно во всех проведенных выше рас- 


п Вр 
суждениях заменить переменную 5х На 17: Конечно, при такои 


линейной замене переменной останутся справедливыми все уста- 
новленные нами результаты. Эти результаты будут относиться 
к тригонометрическому ряду Фурье 


со 
5 + >. (+ с0$ тт -- Бу зш тра) (10.85) 
со следующими выражениями для коэффициентов Фурье 
1 [ 
ао = 1 Г (В) аь 


—1 (10.86) 
[ 

ак = - Г Т(+) соз ТА Е, Ь. 
с 


| 
| 
мм = 
—ь 
= 
о 
5 
| 
2- 
е+ 
>. 
ен 


(Е=12....). 

Мы не будем заново формулировать все установленные теоре- 
мы, а лишь отметим, что во всех формулировках сегмент |[-ят, | 
следует заменить сегментом |-[, Й|, а период 2л периодом 2. 

2°. Напомним, что функция } (5) называется четной, если 
она удовлетворяет условию }(—х) = } (т), и нечетной, если 
она удовлетворяет условию }(—т) = —1(т). 

Из вида (10.86) тригонометрических коэффициентов Фурье 
вытекает, что для четной функции } (т) равны нулю все коэффи- 
циенты 6; (К =1,2,...), а для нечетной функции }(5) равны 
нулю все коэффициенты ар (К = 0, 1,2,...). Таким образом, 


четная функция }(х) раскладывается в тригонометрический 
ряд Фурье только по косинусам 


со 
ао И 
Е + 2 ар с0$ ТКТ, 


а нечетная функция (т) раскладывается в тригонометриче- 
ский ряд Фурье только по синусам 


©.®) 
У. р, т Ка. 
К—=1 


3°. Приведем весьма, часто употребляемую комплексную 
форму записи тригонометрического ряда Фурье (10.85). 
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Используя соотношения !) 


п п 
—1—Ат .) 1—КАт .) 
е [Г = с03 тт — 151 ТАЗ, ег = с0$ тт -- 1 3щ ТАЗ, 


легко убедиться в том, что тригонометрический ряд Фурье (10.85) 
с коэффициентами Фурье (10.86) приводится к виду 


©.® 


к 
Уо ее Г, (10.87) 


К=—со 


в котором комплексные коэффициенты Ск имеют вид 
дя 
‚т 
ск = я Га (10.88) 
—1 


и выражаются через коэффициенты (10.86) по формулам 


со = =. ск = 7%, ср — 1% (&=1,2,...). 
2 2 2 
4°. Чрезвычайно важной для приложений является задача о 
вычислении значений функции по приближенно заданным коэф- 
фициентам Фурье этой функции. Решение этой задачи при по- 
мощи так называемого метода регуляризации приво- 
дится в приложении в конце настоящего выпуска. 


$ 6. Интеграл Фурье 


В случае, когда функция }(х) задана на всей бесконечной 
прямой и не является периодической ни с каким конечным пе- 
риодом, эту функцию естественно раскладывать не в тригоно- 
метрический ряд, а в так называемый интеграл Фурье. 

Изучению такого разложения и посвящен настоящий пара- 
граф. Всюду в этом параграфе мы подчиним функцию {(т) 
требованию абсолютной интегрируемости на, бесконечной пря- 
мой (—сю, со), т. е. потребуем, чтобы существовал несобствен- 


ный интеграл 
©.®) 


Г 11 (&)| ах. (10.89) 
—со 
Договоримся о следующей терминологии. 
Определение. Будем говорить, что функция 1(х) принад- 
лежит на бесконечной прямой (—с®, со) классу 


1) Эти соотношения являются непосредственными следствиями формулы 
Эйлера, установленной в п. 3 $ 5 гл. 1. 
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[и и писать (т) Е Г1(—со, со), если функция (т) интегриру- 
ема (в собственном смысле Римана) на любом сегменте и если 
сходится несобственный интеграл (10.89). 

1. Образ Фурье и его простейшие свойства. 

Лемма 4. Если }(х) Е Г[1(—с®, со), то для любой точки у 
бесконечной прямой —со < у < © существует несобственный 


интеграл 1) 


Г ей 9 1 (1) ат, (10.90) 


называемый образом (чили преобразованием) Фурье 


функиии |(т). Более того, функция Т(у) непрерывна по у в 
каждой точке бесконечной прямой и стремится к нулю при 


у со, т. е. 
р (а у = 0. (10.91) 


Доказательство. Из равенства |е9 {(х)| = |{(х)|, из 
сходимости интеграла (10.89) и из признака Вейерштрасса (см. 
теорему 9.7) вытекает равномерная по у сходимость интеграла 
(10.90) на каждом сегменте бесконечной прямой, а отсюда, в 
силу непрерывности функции еМ по у, из теоремы 9.9 следует 
непрерывность интеграла, (10.90) по у (на каждом сегменте, т. е. 
в каждой точке бесконечной прямой). 

Остается доказать соотношение (10.91). Фиксируем произ- 
вольное = > 0. В силу сходимости интеграла (10.89) можно фик- 
сировать А > 0 такое, что 


т У (2) | 42 + ] |1 (2) ах < =/З. (10.92) 


При так фиксированном А (в силу (10.92)) будет справедливо 
неравенство 


со А 
ела) фт < О 4х +3. (10.93) 
—со —А 


и для доказательства соотношения (10.91) нам остается дока- 

.. .. 2 
зать, что интеграл, стоящий в правой части (10.93), меньше 58 
для всех достаточно больших |1|. 


1) Комплексную функцию (и) = и(у) + (у) вещественного аргумента, у 
мы рассматриваем как пару вещественных функций и(у) и (у). Непрерыв- 


ность }(у) в данной точке у понимается как непрерывность в этой точке 
каждой из функций и(у) и%(у). 
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Так как функция }(т) интегрируема на сегменте |-А, 4], 
то можно фиксировать такое разбиение Т'’ сегмента, |[--А, 4], что 
для верхней суммы 6т этого разбиения будет справедливо нера- 


венство 1) 


А 
0 < 5т- / /(5) 4х < =/З. (10.94) 
—А 
Предположим, что это разбиение Т производится при помощи 
точек —А = 10 < 41 < 12 <... < т = Аичто Мь- точная 
верхняя грань функции }(х) на частичном сегменте [хь_1, хк| 
(Е =1,2,... , п). Введем функцию 
т (а) Ме при ТЕ < т < 1 (Е =0, 1,2,..., п), 
Гт(т) = 
О при Т=фть (Е =0, 1,2,..., п). 


Поскольку интеграл не зависит от значения подынтегральной 
функции в конечном числе точек, то очевидно, что 


1 т (х 9% -Уоми Тк — ФЕ 1) = от, 
К=1 
так что в силу (10.94) 


А А 
й |1т(=) — (аз = й [1т(2) — (2) 4з < =/3. — (10.95) 


Опираясь на неравенство (10.95) и учитывая, что |е | = Ти 


Тк . 
[ е'ТУ (т 


Тк—1 


<2/|у|, будем иметь 


Ге #29 [1 (2) — Ут(2) + Ёг(2)] ат 


Гете 


сы 


39 [-(2) — 1(2)] ах 


+ а) — /(5)| ах < 


Е 2 
«Ен 


Л ету 


Лемма доказана. 


если только |у| > - > Ме. 
К=1 


1) см. $8 2иЗ гл. 10 выц. 1. 
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Следствие. Если } (т) Е [1(—с®, со), то 


со со 
Пи | созАх. (5) ат =0, Шо | зах. }(х) 4х = 0. 
А-60 хм А-60 д 
2. Условия разложимости функции в интеграл Фурье. 
Определение. Для каждой функции |(т) из класса 
[1(—со, со) назовем предел 


А А со 
о а [с ау = Шт =] ] 2) (и) -, ау 
А—со 2п Асю 27п 


—Л —А © 


(при условии, что этот, предел существует) разложением 
этой функцииив интеграл Фурье. 

Докажем следующую основную теорему. 

Теорема 10.19 (условие разложимости функици в 
данной точке в интеграл Фурье). Если 1 (1) Е Г1(—сю, со) 
и если функция ](1) удовлетворяет в данной точке х справа 
условию Гёльдера какого-либо положительного порядка о1 (0 < 
< а! < 1), аслева — условию Гёльдера какого-либо полоэжитель- 
ного порядка сэ (0 < а2 < 1), то в этой точке х справедливо 
равенство 


и 
т И я [с = 9+0 + Аг 0) (10.96) 
Асю 27п 2 

^х 


Замечание 1. В каждой точке х, значение }(5) в кото- 
рой равно полусумме правого и левого предельных значений (в 
частности, в каждой точке непрерывности }(1)) в правой части 
(10.96) можно писать }(х). 

Доказательство теоремы 10.19. Так как образ Фу- 


рье }(у) (в силу леммы 4) является непрерывной функцией у, 
то при любом положительном Л существует интеграл 


| е 9 (у) ау = | = Г (и) -, ау. (10.97) 


—Л —Л 


—©о 


В интеграле, стоящем в правой части (10.97), можно пере- 
менить порядок интегрирования относительно у и и (так как 
внутренний интеграл сходится равномерно относительно у на 
любом сегменте |—^, А]. 
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Меняя порядок интегрирования относительно у и и, пользуясь 
равенствами 
е(\—®) — созу(и — 1) + зшу(и — 1), 
А зшА(и — т) А 
| созу(и — в) ау = ^^, | зшу(и- 2) 4у=0 
_л 2(и — т) Л 


и делая подстановку и = т + Ъ будем иметь 


А со А 
._ сз (у) у = — ] е(и-т) й Г (и) ди = 
п 2п 
_л —со --Л 
_1 ] Аи 2) р, 1 ] А (Е) 4 
п их п $ 


Итак, при любом положительном А 
А 0 


— саит | пооачт | Мона 
0 


2п п 
ХХ —со 
(10.98) 


Теперь учтем, что при любом положительном А справедливо ра- 


венство 
©.® 


] зш Ай Е — п 
$ 2 


0 
а стало быть, и равенство 


—©о 
Из последних двух равенств вытекает, что при любом положи- 
тельном Л 


ао _ Е [ео мии а, (10.99) 
0 
0 

ле 0 _1 ] а ом 4. (10.100) 


—©о 


1) См. гл. 9, $ 3. 
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Вычитая из (10.98) равенства (10.99) и (10.100), получим, что 
при любом положительном А 


А 
- е 9 (у) ау —_ (+ 0) + 1(х—0) — 
—Л 


0 
Зою ма 4. (10.101 


Так как функция }(5) удовлетворяет в точке х справа, усло- 
вию Гёльдера порядка от и слева условию Гёльдера порядка ао, 
то существуют постоянные М1 и М2 такие, что для всех до- 
статочно малых положительных { будет справедливо неравенст- 

о (10.75), а для всех достаточно малых отрицательных $ будет 
справедливо неравенство (10.76). Если мы обозначим через М 
наибольшее из чисел М1 и Л, а через а наименьшее из чи- 
сел о1 и ао, то в правых частях (10.75) и (10.76) можно писать 
М|+ |“, причем эти неравенства, будут справедливы для всех по- 
ложительных (соответственно отрицательных) значений $, удов- 
летворяющих условию || < д, где д — произвольное достаточно 
малое положительное число. 


Теперь мы можем следующим образом переписать соотноше- 
ние (10.101): 


А 
т —1т _ 7%-+0) +1 #-0) _ 
= [в ®*Л(у) ау 5 
—А 


0 
+1 [уе+о- Ге - о ит ] Пао а 
—б #26 


©.) —0 


(= +0) 0 || аи (= 0) ] 5 ЛЕ (10.102) 
п + | | 


0 —со 
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Фиксируем произвольное = > 0 и по нему д > 0 настолько 
малым, чтобы было справедливо неравенство 


М ке. 
па 4 


(10.103) 


Оценивая первые два интеграла в правой части (10.102) с помо- 
щью неравенств (10.75) и (10.76) (с величиной М] в правых 
частях этих неравенств), будем иметь 


0 


< [ле - Ле+0 < 


0 


0 
1 эш А 
[Ме +0- оон 


[о] 
км [пли М 
п ли 
0 


и совершенно аналогично 


0 
1 


<1 [ед -Ле-0 < 


—0 


0 
1 зш Ай 
гео Леони 


0 
< м [ее = м6". 
п па 
—0 
Из последних двух неравенств и из (10.103) получим 


- 


я | 


0 
Плечо - лома 
0 


— < 5. (10.104) 


0 
1 зш Ай 
сме 12-0 @ 


Для оценки третьего интеграла, в правой части (10.102) вве- 
дем функцию 


1 
но- кИетО при #28, 
0 при |#|<4. 
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Так как 2(Ъ) Е [1 (—с®, со), то в силу следствия из леммы 4 
©.®) 


Пя (РЕ) зш АРА = Ш - Г (+ А р 0, 


А—;со А-—;со Л 
—со |8 |126 


но это означает, что для фиксированного нами произвольного 
= > 0 найдется А1 такое, что 


] (Е +ь = @ <“  (прих?А,). — (19.105) 
[#29 
Наконец, заметим, что 
—0 со со 
] ш Аф и | ш Аф и | т 
$ $ т 
— со 6 Ад 


при Л -} со. Отсюда следует, что для фиксированного нами про- 
извольного & > 0 и рассматриваемой точки 1 найдется Ло такое, 
что 


со —0 
(= +0) 5 ЛЕ 1 + | 12-9) 5 ЛЕ 1 5 
—— —— — А2ЛА.). 
0 || м = ] и < 1 (прил > 42) 
д —со 


(10.106) 


Обозначим через А наибольшее из чисел А1 и А2. Из соотноше- 
ний (10.102), (10.104)-(10.106) заключаем, что 


А 
а | е 9 (у) а у АО Ав 9) «Е (прил? /). 
^л 


Теорема доказана. 

Следствие. Равенство (10.96) будет тем более справедли- 
во, если 1(1) Е Г1(—со, со) и если функция (т) имеет в данной 
точке х правую и левую производные, понимаемые как пределы 

10-0 + 0—0 $ 

Замечание 2. Предел, стоящий в левой части (10.96), 
можно записывать в виде несобственного интеграла 

©.®) 


5 [| в “Хуа, (10.107) 
п 


—©о 
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но следует помнить, что этот несобственный интеграл сходится 
в смысле главного значения, т. е. является пределом соответ- 
ствующего собственного интеграла лишь при условии, что пре- 
делы интегрирования в этом собственном интеграле являют- 
ся симметричными относительно нуля числами. Нельзя по- 
нимать несобственный интеграл (10.107) как предел 


при независимом стремлении А' к —сои А" к + сю. В следующем 
пункте мы будем писать вместо предела (10.96) несобственный 
интеграл (10.107), всякий раз понимая его в указанном нами 
смысле. 

3. Понятие о прямом и обратном преобразованиях 
Фурье. Записывая левую часть (10.96) в виде несобственно- 
го интеграла (10.107) и считая, что значение функции {(7) в 
данной точке х равно полусумме правого и левого предельных 
значений, мы получим равенство 


о [са (10.108) 


—^ 


позволяющее найти функцию } (5) по ее образу Фурье {(у) и час- 
то называемое обратным преобразованием Фурье. 
По отношению к этому равенству формулу (10.90), с помощью 


—^ 


которой образ Фурье }(у) выражается через саму функцию } (5), 
часто называют прямым преобразованием Фурье. 

Проводя аналогию с тригонометрическим рядом Фурье, мы 
придем к выводу, что образ Фурье является аналогом коэффи- 
циента Фурье, а обратное преобразование Фурье (10.108) явля- 
ется аналогом разложения функции в тригонометрический ряд 
Фурье. 

° "Рассмотрим прямое и обратное преобразования Фурье для 
двух важных частных случаев: 1) для случая, когда функция 
1(1) является четной (т. е. удовлетворяет условию /(—5) = 
= }(х)) и 2) для случая, когда функция }(х) является нечет- 
ной (т.е. удовлетворяет условию {(—х) = —}(т)). 

1) Если }(т) — четная функция, то из формулы (10.90) с по- 
мощью формулы Эйлера е9 = созху + 1зш ху получим 


Ра) = Г соз ху] (5) ах =2 О со 1 ах. (10.109) 
—со 0 
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Из формулы (10.109) в свою очередь следует, что образ Фурье 


1 (у) также является четной функцией у. Поэтому обратное пре- 
образование Фурье (10.108) принимает вид 


|= 


(т) = — ] Ра) со ух ау = 2) с0$ ух ау. (10.110) 
—со 0 


Формулу (10.109) часто называют прямым косинус- 
преобразованием Фурье, а формулу (10.110) — обрат- 
ным косинус-преобразованием Фурье. 

2) Если } (т) — нечетная функция, то совершенно аналогично 
из формул (10.90) и (10.108) мы получим прямое синус- 
преобразование Фурье 


Ра) =2 Гл(г) ш ту ах 


и обратное синус-преобразование Фурье 
со 
1 к . 
Ле) = 1 [ Кдзтигау 
0 


На практике довольно часто встречается случай, когда функ- 
ция }(т) задана только на полупрямой 0 < т < сх. В этом слу- 
чае мы можем по нашему желанию продолжить эту функцию на 
полупрямую —со < т < 0 либо четным, либо нечетным образом 
и пользоваться для этой функции либо косинус-преобразовани- 
ем Фурье, либо синус-преобразованием Фурье. 

Пример. Рассмотрим на полупрямой 0 < т < с функцию 
(т) =е “®, где а > 0. Продолжая эту функцию четным обра- 
зом на полупрямую —со < х < 0, получим прямое и обратное 
косинус-преобразования Фурье 


©.® 


Ра) 2 [ =“ со; ху 4х = р 1) 
0 


—^ 


(1(у) иногда называют косинус-образом Фурье, 


©.® 


Г) = а [| дует (220) 
0 


а? + у? 


1) Напомним, что интеграл [Г е`“? соз ху 4х элементарно вычисляется дву- 


кратным интегрированием по частям (см. вып. 1, гл. 6). 
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Продолжая ту же функцию на полупрямую —со < 1 < 0 нечет- 
ным образом, т. е. полагая 


е “7 при т > 0, 
(5) = 0 при т =0, 
—е“! при < 0, 


мы получим прямое и обратное синус-преобразования Фурье 


со 
ту — . 2а 
— 2 ах Дт = 1 
(и) [ ш ту ах р ) 
0 


—^ 


(1(у) иногда называют синус-образом Фурье, 


©.® 


аз > 0, 
1(+) — 2 узни: и- е при НИ 


п] а?+у? 0 при х=0. 


А. Некоторые дополнительные свойства преобразования Фу- 
рье. В этом пункте мы остановимся на некоторых дополнительных свойст- 
вах преобразования Фурье, довольно часто встречающихся в приложениях. 

Лемма 5. Пусть при некотором целом неотрицательном числе Е 
функция (1+ |1|)*. 1(т) Е Гл(—со, со). Тогда образ Фурье (10.90) функ- 
иии (т) дифференцируем Ё раз по переменной у, причем производную по 


у любого порядка т (т =1,2,..., Е) можно вычислять дифферениирова- 
нием под знаком интеграла (10.90), т. е. по формуле 

4” = г. 

“У = ] (5). (вар (т-ьо.. №. — (0) 

ут 

Доказательство. Из справедливого для любого т (т =1,2,..., К) 
неравенства 
поте Иа] = 6“. в)" а < а 198 


со 
и из сходимости несобственного интеграла | (1+||)“.|1(х)| ах в силу приз- 
—со 
нака Вейерштрасса (т. е. теоремы 9.7) вытекает равномерная по у (на каж- 
дом сегменте) сходимость интеграла, стоящего и правой части (10.111), для 
любого т = 0,1,...,К. В силу теоремы 9.10 это обеспечивает существо- 
вание производной по у любого порядка т =1,2,...,К и справедливость 
формулы (10.111). Лемма доказана. 
Лемма 6. Пусть функция }(х) чмеет в каждой точке х все произ- 


водные до порядка К > 1 включительно, причем. сама функция | (т) и про- 
изводная порядка К абсолютно интегрируемы на бесконечной прямой и для 


любого т = 0, 1,..., (Е —Т) справедливо соотношение 
т 7/8) = 0. (10.112) 
|2|-3со 4хт 


1) См. предыдущую сноску. 
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—^ 


Тогда для преобразования Фуръе }(у) функции }(х) при |у| $ со справед- 
лива оценка 


(| = ом" ^). (10.113) 


Доказательство. Рассмотрим для любого А > 0 интеграл 


х 
_ К 
Дея 1(х) Ат. 
ат" 
х 


Интегрируя его К раз по частям, мы получим формулу 


Гозо Чт — ее — [ше Ч... 
х —^ 


| т" 4х1 4х? 
х 
(+ (у ] е' 79 1(х) ах. 
—х 


Устремляя в полученном равенстве А к со и учитывая, что в силу (10.112) 
все подстановки обращаются в нуль, получим 


еее А ар = (свд" || © Кадаш = (540. Ро) 


Учитывая, что интеграл, стоящий в левой части последнего равенства, в 
силу леммы 4 стремится к нулю при |у| -} со, мы и получим оценку (10.113). 
Лемма доказана. 

Теорема 10.20. Пусть функция 1(х) и ее вторая производная абсо- 
лютно интегрируемы на бесконечной прямой (—со, со), причем, сама функ- 
ция (т) ц ее первая производная стремятся к нулю при || — со. Пусть 
далее функиия 2(%) абсолютно интегрируема на бесконечной прямой 
(—со, сю). Тогда справедливо следующее равенство: 


| оведа = 5- | ое, (10414) 


называемое обобщенным равенством Парсеваля или равен- 


ством Планшереля *). (В этом равенстве Ра) и Р(у) суть образы 
Фурье функций }(т) и Е(х) соответственно, а 2” (у) обозначает величину, 
комплексно-сопряженную 5(у).) 

Доказательство. В силу теоремы 10.19 в каждой точке т справед- 
ливо равенство 


О О (10.115) 


причем в силу леммы 6 справедлива оценка |{(у)| < С(1+ |ч|)-*, обеспечи- 
вающая абсолютную и равномерную (относительно х) сходимость интегра- 
ла, стоящего в правой части (10.115), на всей бесконечной прямой. 


1) М. Планшерель — французский математик (род. в 1885 г.). 
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Умножая обе части (10.115) на 2(х) и интегрируя по х в пределах 
от —А до ^ будем иметь 


1 Г1(х)=(х)ах = — ЕЛ 2(х 7 е- 9 (у) И ах. (10.116) 


В силу отмеченной выше я опочерной по 1 сходимости интеграла (10.115), 


в правой части (10.116) можно изменить порядок интегрирования относи- 
тельно хи у, и мы получим 


Л поводаг = ог | евбдае) То (10-117) 


(звездочка означает комплексное сопряжение). 
В силу неравенства 


| Рееовбуь 


и признака Вейерштрасса интеграл, стоящий в правой части (10.117), схо- 
дится равномерно относительно А на бесконечной прямой —со < Л < ©. 
Стало быть в (10.117) можно перейти к пределу при Л - со, осуществляя 
в правой части (10.117) переход к пределу под знаком интеграла. Теорема 
доказана. 


< 1 (242 Са + и)? 


—со 


$ 7. Кратные тригонометрические ряды 
и интегралы Фурье 


1. Понятие кратного тригонометрического ряда 
Фурье и его прямоугольных и сферических частичных 
сумм. Пусть функция М№ переменных }(51, 12,..., м) опре- 
делена и интегрируема в М№-мерном кубе —л < 2х < т (Е = 
=1,2,..., №). Этот куб мы обозначим символом П. Кратный 
тригонометрический ряд такой функции удобно записывать сра- 
зу в комплексной форме, используя для сокращения записи по- 
нятие скалярного произведения двух М-мерных векторов. 

Пусть х = (51, 12,..., хм) — вектор с произвольными вещест- 
венными координатами 11, 12,..., Хм, ап = (п1, п2,..., пм) — 
вектор с целочисленными координатами п1, п2,..., ПМ. 

Кратным тригонометрическим рядом Фурье 
функции /[(1) = } (11, 12, ... ‚2м) в называется ряд вида 

со 


У`. > ре т) (10.118) 


в котором числа п, называемые коэффициентами Фурье, 
определяются равенствами 


Тт — Ттлтэ.. В — 


= (2) |... Гу, и: уме ити +..умтм) Чут... Ам, 
И (10.119) 
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а символ (хп) обозначает скалярное произведение векторов х и 
п, равное 1111 +... + ХМПм. 

Конечно, кратный тригонометрический ряд Фурье (10.118) 
можно рассматривать как ряд Фурье по ортонормированной 


(в №-мерном кубе П) системе 1), образованной с помощью все- 
возможных произведений элементов одномерной тригонометри- 
ческой системы, взятых от переменных 11, 12,..., фм соответ- 
ственно. Эту ортонормированную систему принято называть 
кратной тригонометрической системой. 

Как и для всякой ортонормированной системы, для крал- 
ной тригонометрической системы справедливо неравенство 
Бесселя, которое имеет вид 


>. (УР < (2) АГ. ‚ Ге, ..., м) ат... 45м, 


м > (10.120) 
где }(т1,..., тм) — любая непрерывная в М№-мерном кубе П 
функция. 


Рассмотрим вопрос о сходимости кратного тригонометриче- 
ского ряда Фурье. Если этот ряд не сходится в данной 
точке 1 = (51,.... хм) абсолютно, то вопрос о его сходи- 


мости (в силу теоремы Римана 13.10 из вып. 1) зависит от по- 
рядка следования его членов (или, что то же самое, зависит от 


порядка суммирования по индексам пл, 12,..., ПМ). 

Широко распространены два способа суммирования крат- 
ного тригонометрического ряда Фурье — сферический и 
прямоугольный. 

Сферическими частичными суммами кратного 
тригонометрического ряда Фурье (10.118) называются суммы 


вида 
(т, Г) — У. Тьет), 


< 
взятые по всем целочисленным значениям 71, п72,..., пм, удо- 
влетворяющим условию [п| = \/7 +72 +...+ 15 < А. 


Говорят, что кратный тригонометрический ряд Фурье 
(10.118) суммируем в данной точке х сферическим методом, 


если в этой точке существует предел Пт 9(ж, Л). 
—с 


Прямоугольными частичными суммами крат- 
ного тригонометрического ряда, Фурье (10.118) называются суммы 


1) При этом скалярное произведение двух любых функций определяется 
как интеграл от произведения этих функций по кубу П. 
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ВИ 
да тт тм 


Отт. ..Т м (т, Г) — У. ... ве ат), 
тм 


п =—71 пм =— 

Говорят, что кратный тригонометрический ряд Фурье 
(10.118) суммируем в данной точке х прямоугольным мето- 
дом (или методом Принсгейма), если в этой точке существу- 
ет предел 


тм -—?2со 
(при стремлении к бесконечности каждого индекса ту, т», ... 
. тм). 

Оба метода суммирования имеют свои преимущества, и свои 
недостатки. При рассмотрении кратного тригонометрического 
ряда Фурье как ряда Фурье по ортонормированной системе естест- 
венно располагать его члены в порядке возрастания || и иметь 
дело со сферическими частичными суммами. 

Прямоугольные частичные суммы применяются при иссле- 
довании поведения кратных степенных рядов около границы 
области сходимости. Следует отметить, что определение суммы 
ряда как предела прямоугольных сумм (в противоположность 
определению, опирающемуся на предел сферических сумм) не 
накладывает никаких ограничений на бесконечное множество 
частичных сумм этого ряда. 

Прежде чем формулировать условия сходимости кратного 
тригонометрического ряда Фурье, определим некоторые харак- 
теристики гладкости функции М переменных. 

2. Модуль непрерывности и классы Гёльдера для 
Функции № переменных. Пусть функция № переменных 
1(х) = Г(т1, 12,..., хм) определена и непрерывна в М№-мерной 
области 0. 

Определение 1. Для каждого д > 0 назовем модулем 
непрерывности функции { (т) в области О) точную верт- 


нюю грань модуля разности |}(х') — Г(х")| на множестве всех 
точек т’ и ж", которые принадлежат области О и расстояние 
р(х', ж") между которыми меньше д. 

Будем обозначать модуль непрерывности функции }(5) в 
области О) символом (5, }). 


Определение 2. Для любого х из полусегмента 0 <и<1 
будем говорить, что функция 1(х) принадлежит в области О 


классу Гёльдера С” с показателем хи, и писать }(%®) Е 
е С”(Р), если модуль непрерывности функции }(ж) в области О 
имеет порядок (9, }) = о(5”) при 0 < х<1иыц(5, Ё) = 0(97) 
при х = 1. 
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Пусть теперь «а— любое (не обязательно целое) поло- 
ж ительное число: а = т-+ 2, где г — целое, а х принадлежит 
полусегменту 0 < и < 1. 

Определение 3. Будем говорить, что функция 1(х) при- 
надлежит в области О классу Геёльдера С“ с показа- 
телем © > 0, и писать 1(ж) Е С“(О), если все частные про- 
изводные функции 1(х) порядка т непрерывны в области О и 
каждая частная производная порядка т принадлежит классу 
С”(Р), введенному в определении 8. 

3. Условия сходимости кратного тригонометрическо- 
го ряда Фурье. Начнем с установления простейших условий 
абсолютной и равномерной сходимости кратного тригонометри- 
ческого ряда Фурье. 

Теорема 10.21. Если функция }(х) периодически (с пери- 
одом 2п по каждой из переменных) продолжена на все прост- 


ранство ЕМ и обладает в Е" непрерывными производными по- 
рядка з = [№/2|-+ 1, где |№/?2] — целая часть числа №/2, то крат- 
ный тригонометрический ряд Фурье функции 1(х) сходится 
(к этой функции) абсолютно и равномерно во всем пространст- 
ве Е\. 

Доказательство. Договоримся обозначать символом 


д”) „. д” 
коэффициент Фурье производной с номером п = 
= (п, 72,..., ПМ). Производя интегрирование по частям, по- 
9} > 
лучим, что 27) — тью (для любого К =1,2,..., №), так 
ть 


п, 


= [№ (|+... юм) и, стало быть, 


№ о!) 
ро (2 п 
“(57 
И —1 
= (пи +... + м) > (5) | 


Формула (10.121) справедлива, не только для функции }, но 
и для каждой частной производной функции ][ до порядка (8— 1) 
включительно. Отсюда сразу же вытекает соотношение 


(10.121) 


^ — д} 
| < (| +... + ®м|) ° | 81 $№ ) (10.122) 
дх1'...0тм 
81-...Ё8мМ=8 п 
сумма в правой части которого берется по всем целым неотрица- 
тельным $1,..., $м, удовлетворяющим условию $1-...-+$м = 5 


(так что число слагаемых в этой сумме равно №). Из (10.122) в 
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свою очередь следует 1) 


—_ 2 
т 1 —25 № 0%} 
Л < 5+... м} т У. =) 
81-...Ё8мМ=8 п 
(10.123) 
Учитывая, что $ = й - =, где Е = 1 для четного М и= = : 
для нечетного №, и что 
(| +... + | м|) 8 = (|+... -+ ем) 28 < 
2Е 2Е 
—1— — 1 — 
<и| №..тм М, 
мы получим из (10.123) 
Е ЕЕ 9 _\ 
< - №... №М + — И: ИН 
Ра $ ут м т >. =) 
З1-... Ем = п 
(10.124) 


Для абсолютной и равномерной сходимости кратного триго- 
нометрического ряда Фурье (10.118) достаточно (в силу приз- 
нака Вейерштрасса) доказать сходимость мажорирующего его 


числового ряда 
со со 


У. У Ш, 


п1=— со пм=— со 


но (в силу неравенства (10.124)) сходимость последнего ряда яв- 
ляется прямым следствием сходимости для любого К числового 


со 25 
ряда >, [пк № и сходимости для любых 31, 82,...,8М 
Пес 

ряда 

©.®) со —_ 2 

хх (7 

7 дт"!...дху\ 
пл =— со пм=— со 1 № п 


вытекающей из неравенства Бесселя (10.120), записанного для 
0} 
8 8м° 
дх1'...дхм 
Тот факт, что кратный тригонометрический ряд Фурье 
(10.118) сходится именно к функции }(%), вытекает из полноты 


непрерывной функции 


2 
а, 


Ь? 
1) Мы пользуемся неравенствами |а|: || < — + 5 и (41| +... - |а|)^ < 


2 
Зри... +а»). 
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кратной тригонометрической системы 1). В самом деле, если бы 
ряд (10.118) равномерно сходился к некоторой функции (5%), то 
из возможности почленного интегрирования такого ряда выте- 
кало бы, что все коэффициенты Фурье функции =(ж) совпадают 
с соответствующими коэффициентами Фурье функции {(х). Но 
тогда разность |} (2) — 2(2)| была бы ортогональна, всем элемен- 
там кратной тригонометрической системы и (в силу полноты 
этой системы) равнялась бы нулю. Теорема, доказана. 
Замечание 1. Теорема 10.21 может быть уточнена. Спра- 
ведливо следующее утверждение ^): если функция {(х) 
периодична по каждой из переменных (с периодом 2п) и при- 
надлежит в Е\ классу Гёльдера С“ при а > М№/2, то крат- 
ный тригонометрический ряд Фурье }(х) сходится (к этой 
функции) абсолютно и равномерно во всем пространстве Е. 
Выяснение условий неабсолютной сходимости кратно- 


го тригонометрического ряда требует привлечения более тонкой 


техники. 
Сформулируем без доказательства условия суммируемости кратного 
тригонометрического ряда Фурье сферическим и прямоугольным методом. 
Теорема 10.22. Если функция № > 2 переменных }(ху, 12,..., ЖМ) 
перцодична по каждой переменной (с периодом 2п) и принадлежит в про- 


странстве Е классу Гёльдера С® при а > ‚ то сферические функ- 


иии 1(т1, т2,..., тм) сходятся к этой функции равномерно во всем про- 
странстве Е" 3). 
М -—1 
Теорема 10.23. Для любого полоэюительного и, менъшего 5) и 


любой точки то М№-мерного куба П существует функиия № > 2 пере- 
менных }(хл, х2,..., м), периодическая по каждой переменной (с перчио- 


№ 
дом 2), принадлежащая в Е` классу С“, обращающаяся в нуль в некото- 
рой д-окрестности точки то и такая, что сферические частичные суммы 
кратного тригонометрического ряда Фуръе этой функции не имеют пре- 


дела в точке то 1). 


1) Полнота кратной тригонометрической системы сразу вытекает из пол- 
ноты составляющих ее одномерных тригонометрических систем, произве- 
дением которых она является. 


2) Это утверждение весьма просто получается из леммы 3.1, доказанной в 
работе В. А. Ильина и Ш. А. Алимова «Условия сходимости спектральных 
разложений, отвечающих самосопряженным расширениям эллиптических опе- 


раторов, [» (// Дифференциальные уравнения. 1971. Т. 7, №4. С. 670-710). 

3) Эта теорема вытекает из более общих утверждений, доказанных в ра- 
боте В. А. Ильина «Проблемы локализации и сходимости рядов Фурье по 
фундаментальным системам функций оператора Лапласа» (// Успехи ма- 
тематических наук. 1968. Т. 23. Вы. 2. С. 61-120) ив работе В. А. Ильина 
и Ш. А. Алимова, упомянутой в предыдущей сноске. 

1) Эта теорема является частным случаем более общего утверждения, до- 
казанного в гл. 3 работы В. А. Ильина, указанной в предыдущей сноске. 
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Теоремы 10.22 и 10.23 устанавливают окончательные (в классах 
Гёльдера С“) условия сходимости сферических частичных сумм периоди- 
М -—1 


2 


имеет место равномерная сходимость сферических частичных сумм, а при 


ческой функции }(т1,..., хм). Согласно этим теоремам при а > 


и < 


ДЛЯ сферических частичных сумм несправедлив даже прин- 


цип локализации (сколь бы гладкой ни являлась функция } в окрестности 
—1 


точки то, принадлежность этой функции классу С” (Е\ ) при а < 


не обеспечивает сходимости сферических частичных сумм этой функции в 
точке 50). 


Окончательные (в классах Гёльдера С“) условия сходимости прямо- 
угольных частичных сумм кратного тригонометрического ряда Фурье уста- 


новлены и работе Л. В. Жижиашвили 1). 
Теорема 10.24. Если функиия № переменных }(х1,..., хм) перио- 


дична по каждой из переменных (с периодом Эт) и принадлежит в Е" 


классу С” при любом а > 0, то прямоугольные частичные суммы крат- 
ного тригонометрического ряда Фурье функции }{(х1,..., хм) сходятся 


(к этой функции) равномерно в Е". 
Замечание 2. Отметим, что еще в 1928 г. Л. Тонелли 2?) было уста- 
новлено, что одна непрерывность функции № > 2 переменных }(х1,... 
., тм) не обеспечивает не только равномерной сходимости, но и принци- 
па локализации прямоугольных частичных сумм ее кратного тригономет- 
рического ряда Фурье (существует периодическая по каждой переменной (с 
периодом 2) функция, непрерывная в Е", обращающаяся в нуль в некото- 
рой д-окрестности данной точки хо и такая, что прямоугольные частичные 
суммы этой функции расходятся в 50). 


4. О разложении функции в №-кратный интеграл Фу- 


рье. Пусть функция М№ > 2 переменных {}(71,..., хм) = }(х) 
допускает существование несобственного интеграла 
Г... ГЛ(та, ... ‚ тм) 4х1... атм. (10.125) 
ЕХ 


Назовем образом (или преобразованием) Фурье 
такой функции величину 


—^ 


(ут, Ум) = К) = |... [е29) (ал, .... ФМ) 51... атм. 
ЕХ 


—^ 


В полной аналогии с леммой 4 доказывается, что 1(у) явля- 
ется непрерывной функцией у всюду в Е^ и стремится к нулю 


при |у| = А/\ +... а, — ©. 


1) Л. В. Жижиашвили. О сопряженных функциях и тригонометрических 
рядах. Докторская диссертация, Москва, МГУ, 1967. 


2) Л. Тонелли— итальянский математик (1885-1946). 
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Предел 
Ши |... Гл, ... , уме 9) фу... дум (10.126) 
59 |< 


(при условии, что этот предел существует) называется раз- 
ложением функции }(х) в №М-кратный интеграл 
Фурье. 

Справедливы следующие два утверждения '). 

1°. Если функция М > 2 переменных [(х1,..., хм) обращается в нуль 
вне некоторой ограниченной области и принадлежит во всем пространстве Е” 


класс Гёль ера (Фо при а > то разложение ЭТОЙ НКЦИИ В №-к ат- 
у д, 7 , ункц 


ный интеграл Фурье (10.126) сходится (к этой функции) равномерно во всем 
пространстве Е”. 


2°. Для любого положительного а, меньшего ‚ и любой точки о 


существует функция № > 2 переменных {(51,..., хм), отличная от нуля 


только в ограниченной области, принадлежащая в Е классу С“, обраща- 
ющаяся в нуль в некоторой д-окрестности точки то и такая, что для этой 
функции предел (10.126) в точке хо не существует. 


Утверждения 1° и 2° устанавливают окончательные (в классах Гёль- 
дера С“) условия сходимости разложения в М№-кратный интеграл Фурье 


любой функции, равной нулю вне некоторой ограниченной области про- 
М-—1 


странства Е\. Согласно этим утверждениям при а 2 имеет ме- 


сто равномерная (в любой ограниченной области) сходимость разложения 


в М-ратный интеграл Фурье, а при а < для разложения в Х-крал- 


ный интеграл Фурье несправедлив даже принцип локализации (сколь бы 
гладкой ни являлась функция } в окрестности точки хо, принадлежность 


этой функции во всем ЕХ классу С“ при а < не обеспечивает сходи- 


мости в точке хо разложения этой функции в №-кратный интеграл Фурье). 


1) Оба утверждения вытекают из более общих утверждений, доказанных в 
работе Ш. А. Алимова и В. А. Ильина «Условия сходимости спектральных 
разложений, отвечающих самосопряженным расширениям эллиптических опе- 


раторов. П» (// Дифференциальные уравнения. 1971. Т. 7, М 5. С. 851-882.) 


ГЛАВА 1 
ГИЛЬБЕРТОВО ПРОСТРАНСТВО 


В этой главе изучается важный подкласс бесконечномерных 
евклидовых пространств — так называемые гильбертовы 
пространства. 

Мы устанавливаем важное для приложений специальное пред- 
ставление всякой линейной функции от элементов такого про- 
странства (такую функцию принято называть линейным 
функционалом), а также, что из всякого ограниченного 
по норме бесконечного множества, элементов гильбертова про- 
странства можно выделить подпоследовательность, сходящуюся 
в некотором слабом смысле (это свойство называют слабой 
компактностью шара в гильбертовом пространстве). 

Особое внимание уделяется изучению ортонормированных 
систем элементов гильбертова, пространства. Мы устанавливаем 
эквивалентность для таких систем, введенных в 8 2 гл. 10 поня- 
тий замкнутости и полноты, и доказываем знаменитую теоре- 
му Рисса-Фишера, согласно которой любая последовательность 
чисел, ряд из квадратов которых сходится, представляет собой 
последовательность коэффициентов Фурье некоторого элемента, 
гильбертова пространства в разложении по наперед заданной 
ортонормированной системе элементов этого пространства. В 
последнем параграфе доказывается существование собственных 
значений у так называемых вполне непрерывных са- 
мосопряженных операторов, действующих в гильбер- 
товом пространстве. 


$ 1. Пространство {2 


1. Понятие пространства [?. Рассмотрим множество, эле- 
ментами которого являются всевозможные последовательности 
вещественных чисел (51, 12,..., и, ...) такие, что ряд, состав- 
ленный из квадратов этих чисел 


со 
Удел (11.1) 
К=1 


является сходящимся. Элементы такого множества будем обо- 
значать (как векторы) полужирными латинскими буквами: 
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х = (11, 142,..., п, ...}) М = (91,1, ..., щ...} ит. д. Чис- 
ла 11, 12,..., Хи, ... будем называть координатами элемента 
© — 1, 15. ... ‚, Фи, ...) 


Определим операции сложения элементов и умножения эле- 
ментов на вещественные числа. Суммой двух элементов 


х = (11, 12,...,4,...) ич = (1, 12,..., т, ...) называется 
элемент 2 = (21+, 12-4 92, ..., 2+4...) ). Этот элемент 
мы будем обозначать символом 2 = ж+у. Произведением 
элемента х = (21, 12,...,Хр,...) на вещественное 
число А назовем элемент, обозначаемый символом Ах или фл 
и равный (Ат1, Ах2,..., Аи, ...). Легко проверить, что опреде- 


ленное нами множество является линейным п ростран- 
ством, т. е. проверить выполнение всех аксиом, относящихся к 
сложению элементов и к умножению элементов на вещественные 


числа 7). 
Введем теперь в указанном множестве скалярное произве- 
дение двух любых элементов ж = (11, 12,...,Хиь,...) ич 
3 
= (и, 92, ...,,...), определив его как сумму ряда 3) 
со 
К=1 
со 
Итак, мы полагаем (2, у) = »` ткук. Легко проверить выполне- 
К=1 


ние всех четырех аксиом скалярного произведения. (Эти аксио- 
мы можно найти в $ 1 гл. 10, а проверку их справедливости для 
изучаемого нами пространства предоставляем читателю). 
Таким образом, введенное нами множество является евк- 
лидовым пространством. Это множество мы, следуя 


установившейся традиции, обозначим символом [^. 


Как и во всяком евклидовом пространстве, введем в [2 норму 
каждого элемента ж = (11, 12,..., 2и,...), положив ее равной 


|2 = У@, =) = У`42. 1.2) 
&=1 


со 
1) Сходимость ряда >»`(хь + ук)? сразу вытекает из неравенства (хь + 
и со со 
+ ук)? < 2%: + у, и из сходимости рядов ри У ур. 
К—1 К—1 
2) Формулировку аксиом линейного пространства можно найти в любом 
курсе линейной алгебры. 
3) Сходимость указанного ряда вытекает из неравенства |тьук| < 


1 со со 
< 5 (2 +) и из сходимости рядов Хари У у. 
К=1 К=1 


380 ГИЛЬБЕРТОВО ПРОСТРАНСТВО ГЛ. 1 


(Так как ряд (11.1) является сходящимся, то такое определение 
имеет смысл). 
Как обычно, назовем два элемента [7 ортогональными, если 
скалярное произведение этих элементов равно нулю. 
Напомним, что ортонормированной системой в 
произвольном евклидовом пространстве называется последова- 
тельность элементов {ех } этого пространства, удовлетворяющая 


двум требованиям: 1) любые два элемента, этой последователь- 
ности ортогональны; 2) норма каждого элемента, равна, единице. 

Докажем, что в пространстве [’ существует замкнутая 
(а стало быть, согласно теореме 10.7, и полная) ортонорми- 


рованная система о. Убедимся, что такой системой является 
последовательность элементов 


е1 = (1, 0, 0,...,0,...), 
е› = (0,1,0,...,0....). 
ез = (0,0, 1,...,0,...). (11.3) 


То, что эта, система является ортонормированной, очевидно (нор- 
ма (11.2) для каждого элемента ех равна единице, скалярное 
произведение любых двух элементов представляет собой бес- 
конечную сумму произведений, каждое из которых равно ну- 
лю). Для доказательства замкнутости ортонормированной сис- 


темы (11.3) достаточно доказать, что для любого, элемента х = 
= (51, 12,..., 2п,...) пространства {2 ряд Фурье этого элемента 
по системе (11.3) сходится к этому элементу по норме прост- 
ранства [2 2). 


Так как коэффициенты Фурье (5, е’) элемента, х совпадают 


с координатами ху этого элемента, то п-я частичная сумма ряда 
п 


Фурье элемента 5х равна »` хьер и нам достаточно доказать, что 
К=1 


Нш |} ке - | =0. (11.4) 


Но из определения нормы (11.2), из ортонормированности 
системы {еь} и из свойств скалярного произведения вытекает, 


1) Определения полноты и замкнутости ортонормированной системы 
см. в8 2 гл. 10. 


2) Ибо тогда, любой элемент % пространства, [? можно сколь угодно точно 
приблизить по норме [’ частичными суммами указанного ряда Фурье. 
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что 


п, 2 п, п, 
У тек - 2 — дозьеь — $, Фозьеь— 2 — 
п, 
2 оацеь а уж = 2.4 = 
я - >= ха 


К=п-1 
так что соотношение (11.4) вытекает из сходимости ряда (11.1). 
2. Общий вид линейного функционала в [2. Мы будем 
рассматривать функции, аргументами которых служат элемен- 


ты [2, а значениями — вещественные числа. Такого рода функ- 
ции принято называль функционалами (определенными 


в пространстве [?). 

Точнее, нашей целью является детальное изучение простей- 
шего функционала, определенного в пространстве ГР, так назы- 
ваемого линейного функционала. 

Определение 1. Функционал (т), определенный в прост- 
ранстве Г, называется линейным, если для любых элемен- 


тов х чу пространства [2 и любых вещественных чисел а ци в 
справедливо равенство 


(ах + Ву) = аж) + ВКу). 

Пусть 20 — произвольный элемент пространства Г. С целью 
геометризации терминологии мы часто будем называть этот эле- 
мент 20 точкой пространства, [. 

Определение 2. Произвольный функционал (ж), определен- 
ный в пространстве ГР, называется непрерывным в 
точке то пространства ГР, если для любой последователь- 
ности элементов {т} пространства [?, стодящейся по норме 
пространства Г к элементу 20, числовая последовательность 
(тв) сходится к (хо). 

Определение 3. Функционал [(х) называется непре- 
рывным, если он непрерывен в каждой точке х простран- 
ства Г. 


Сразу же заметим, что в случае линейного функционала (т) 
непрерывность тотя бы в одной точке жд влечет за собой непре- 


рывность в каждой точке ф пространства ГР. В самом де- 
ле, пусть линейный функционал непрерывен в точке 0 и ф— 


произвольная точка пространства, 7. Обозначим символом {т } 
произвольную последовательность элементов ЁР, сходящуюся по 
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норме Г к х. Тогда последовательность {о +» — ж} сходится 
по норме [2 к 40 и из непрерывности функционала в точке то 
следует, что 

[(хо+х, -*ж) >} (хо) при по. (11.5) 

Но из линейности функционала вытекает, что (жо-+и-—5) = 
= Цхо) + Кх) — Ц). Из этого равенства и из (11.5) получим, 
что (т) — (т) при п -» со, что и означает непрерывность 
функционала в точке 2. 

Определение 4. Функционал [(х) называется ограни- 
ченным, если существует постоянная С такая, что для 
всех элементов ® пространства [справедливо неравенство 

(2) < С |=]. (11.6) 


Теорема 11.1. Для того чтобы линейный функционал (х) 
был непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы он был огра- 
ниченным. 


Доказательство. 1. Необходимость Пусть линей- 
ный функционал [($) непрерывен. Предположим, что постоян- 


ной С’, обеспечивающей неравенство (11.6), не существует. Тог- 
да найдется последовательность ненулевых элементов жи Г) та- 


кая, что |[(%„)| > п? |||. Положим у, = Так как 


— а. 
й п |2 || 

и) — 0] = [|4 || = = > 0 при п - со, то в силу непрерывности 
функционала (К(у„) $ [(0) = 0 при п -» со, а это противоречит 


неравенству [(у„) = Е (т„) > п. Необходимость доказана. 
Сп 
2. Достаточность. Пусть линейный функционал [(5) 
ограничен, т. е. существует постоянная С’ такая, что для всех 


элементов % справедливо неравенство (11.6). Пусть далее хо — 
произвольная точка [, {фи} — произвольная последовательность 
элементов Ё, сходящаяся по норме [7 к 20. Тогда в силу линейно- 
сти функционала [(5„)—[(1о) = (%„-—50), так что на основании 
неравенства (11.6) [(ж„)-—(Кхо)| = К, 20)| < С |2. — 0 ||. Из 
последнего неравенства следует, что (КЖ) —* (5о) при п - сю. 
Достаточность доказана. 


Доказанная теорема позволяет нам ввести норму линейного 
непрерывного функционала. 


Определение 5. Нормой линейного непрерывного функ- 
[1( 2) 


[21| 


цицонала [(х) называется точная верфняя грань отнощения 


на множестве всех элементов $ пространства [2. 


1) Для нулевого элемента 0 неравенство (11.6) справедливо при любой 
постоянной С’, ибо в силу линейности функционала [(0) = (0х) = 0.) = 0. 
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Норму линейного непрерывного функционала [(х) будем обо- 
значать символом |||]. Итак, по определению 


И = зар И. (11.7) 


Е? ||| 


Справедлива, следующая основная теорема. 

Теорема 11.2 (теорема Рисса). Для каждого линейно- 
го непрерывного функционала К(ж) существует один и только 
один, элемент а пространства [?’ такой, что для всех элемен- 
тов $ пространства 1? справедливо равенство 


[(ж) = (а, х), (11.8) 


причем || = [а]. 

Доказательство. Пусть {еь} — замкнутая ортонорми- 
рованная система (11.3), ак = Цех) (К =1,2,...). Убедимся в 
том, что последовательность вещественных чисел (а1, 42, ..., @п) 
представляет собой элемент пространства, [?, т. е. убедимся в схо- 


©О 
димости ряда »), ах. 


К=1 
п 
Для любого номера п положим 5, = >` акег. Тогда в силу 
К=1 
линейности функционала, 
п п 
5») = У саьЦеь) = сай = |8". (11.9) 


С другой стороны, из теоремы 11.1 и из определения нормы 
линейного непрерывного функционала, (11.7) следует, что 


(5) < Ш: 15]. (11.10) 


Из (11.9) и (11.10) получим, что ||5%|| < ||] или, что то же 
самое, 


п 


2 2 
УИ. (1.1) 
К=1 
Последнее неравенство, справедливое для любого номера п, 


©О 
доказывает сходимость ряда >` а#, т.е. доказывает, что последо- 


К=1 
вательность (а1, 42,..., @п,...) представляет собой некоторый 
элемент {[2, который мы обозначим через а. 
Пусть теперь х = (51, 12,..., 2и,...)— произвольный эле- 


мент {[2. Тогла в силу замкнутости ортонормированной системы 
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п 
(11.3) частичная сумма ряда Фурье >’ ткек сходится по норме 
К=1 
[к х при п - со. В силу непрерывности функционала отсюда 
следует, что 


(У те) >15) при по. 
К=1 


Но из линейности функционала и из равенства ак = Цех) 
вытекает, что 


(У те) — У. тьКек) — У. Ткак. 
К=1 К=1 К=1 


Стало быть, мы доказали, что 


но это и означает, что нами установлено равенство (11.8) с 
однозначно определенным элементом а, координаты кото- 
рого равны Кех). 


Остается убедиться в том, что ||| = ||а||. Из справедливого 
для любого номера п неравенства (11.11) сразу же следует, что 
[а < |. (11.12) 


С другой стороны, из уже доказанного нами равенства (11.8) с 
помошью неравенства Коши-Буняковского 1) |(а, ж)| < |а| х 
х || || получим, что |[(5)| < |а|: |||, откуда в силу определения 
нормы (11.7) вытекает, что 


ПИ < а]. (11.13) 


Из (11.12) и (11.13) заключаем, что ||| = ||а|. Теорема, пол- 
ностью доказана. 
Доказанная теорема устанавливает общий вид всякого ли- 


нейного непрерывного функционала в пространстве [?. 

3. О слабой компактности ограниченного по норме [2 
множества. 

Определение 1. Множество Е элементов Р называется 
ограниченным (или ограниченным по норме), 


если существует постоянная М такая, что |%|| < М для всех 
элементов х множества Е. 


1) Согласно теореме 10.1 неравенство Коши-Буняковского справедливо 
для любых двух элементов всякого евклидова пространства. 


$1 ПРОСТРАНСТВО [2 385 


Определение 2. Бесконечное множество Е элементов [2 
называется компактны м, если из любой принадлежащей 
множеству Е последовательности элементов {©и} можно вы- 


делить стодящуюся по норме {2 подпоследовательность (и, }. 
Очевидно, что всякое компактное множество Е элемен- 


тов [? является ограниченным (Г). 

В евклидовом пространстве конечного числа измере- 
ний верно и обратное утверждение: всякое содержащее беско- 
нечное число элементов ограниченное множество Е является 
компактным, (теорема Больцано-Вейерштрасса). Нов беско- 
нечномерном пространстве, каковым является [2, из огра- 
ниченности бесконечного множества элементов Ё уже не выте- 
кает компактность этого множества. 

Например, множество {е»} всех элементов ортонормирован- 
ной системы (11.3) является ограниченным (ибо нормы всех эле- 
ментов равны единице), но не является компактным (ибо для 
сходимости последовательности элементов по норме Ё необходи- 
мо, чтобы норма разности двух элементов с номерами Ё 
и А +1 стремилась к нулю при К -} со, а для любой подпосле- 


. 2 
довательности, составленной из элементов (11.3), |ек -е|“ = 


2 2 
= |ех |“ + |е/“ =2 для любых К и [, не равных друг другу). 
Естественно попытаться ввести понятие компактности мно- 
жества, в более слабом (чем в определении 2) смысле, с тем, что- 


бы любое (содержащее бесконечное число элементов) ограничен- 
ное множество оказалось компактным в таком слабом смысле. 


Определение 3. Последовательность {т} элементов 


пространства [Г называется слабо сходящейся к эле- 
менту фо этого пространства, если для любого элемента а 


пространства [? справедливо соотношение 
(т„, а) — (хо, а) при п —} со. 


Заметим, что из сходимости {ти} к 2о по норме Г и из нера- 
венства Копти-Буняковского вытекает слабая сходимость {2} 
к 20, ибо |(2», а) — (20, а)| = |(2» — 20, а)| < У» — 20| |4] 
для любого элемента а. Слабая сходимость {жи} к 20, вообще 
говоря, не влечет за собой сходимость {жи } к %о по норме [?. На- 
пример, последовательность {ех\ всех элементов ортонормиро- 
ванной системы (11.3) слабо сходится к нулевому элементу 0, ибо 
для любого элемента, а пространства [7 справедливо неравенство 


1) В самом деле, из неограниченности множества Е вытекало бы суще- 
ствование последовательности принадлежащих В элементов, для которых 
последовательность норм является бесконечно большой. Любая подпосле- 
довательность такой последовательности расходится по норме Г, что про- 
тиворечит условию компактности множества В. 


13 В.А. Ильин и Ъ. Г. Позняк, часть П 
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©.®) 
Бесселя 1) У`(ех, а)? < |а|”, согласно которому (ев, а) 
К=1 
— (0, а) = 0 при п -} сю. Вместе с тем выше доказано, что 
последовательность {е»} не сходится по норме [®. 


Сходимость по норме [7 (в отличие от слабой сходимости) 
часто называют СИЛЬНОЙ СХОДИМОСТЬЮ. 


Определение 4. Бесконечное множество Е элементов Р 
называется слабо компактны лм, если из любой принад- 
лежащей множеству Е последовательности элементов 1. } 
можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность. 

Справедлива следующая фундаментальная теорема. 

Теорема 11.3. Всякое состоящее из бесконечного числа эле- 


ментов ограниченное множество в [2 является слабо ком- 
павтиным.. 


Доказательство. Пусть Ё — произвольное ограничен- 


ное подмножество {[^, содержащее бесконечное число элементов, 
{т} — произвольная последовательность элементов Ё. Условие 


ограниченности множества Е позволяет утверждать, что |5» || < 
< М, где М — некоторая постоянная. Но тогда из соотношения 


со 
2 
|2.” = >У` 52, вытекает ограниченность для любого номера А 
К=1 
числовой последовательности К-х координат тик элементов ти. 
Стало быть, в силу теоремы Больцано-Вейерштрасса, (см. теоре- 


му 3.3 из вып. 1) из последовательности {$} можно выделить 


(1) 


подпоследовательность элементов {2%} такую, что первые ко- 
ординаты этих элементов образуют сходящуюся числовую по- 


1 
следовательность, затем из {2 )} можно выделить подпослело- 


2 
вательность элементов {2 )} такую, что как первые, так и вто- 
рые координаты этих элементов образуют сходящиеся числовые 
последовательности и т. д. После К шагов мы выделим подпосле- 


К .. 
довательность элементов {0 2, у которой каждая из первых К 
координат образует сходящуюся числовую последовательность. 


Положим у„ = тн’. Очевидно, что {у„} является подпосле- 
довательностью исходной последовательности элементов {жи} и 
что последовательность, образованная любой координатой 
элементов у„, является сходящейся числовой последовательно- 
стью, т. е. если у, = (Утл; Ип2, -.:) Уп» ...), то для каждого К 
последовательность ук сходится при п -» со. Обозначим 


1) Согласно теореме 10.4 неравенство Бесселя справедливо для каждого 
элемента и любой ортонормированной системы в произвольном евклидовом 
пространстве. 
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через &, предел последовательности А-х координат элементов 


у, т. е. положим & = Шиа ук (К =12,...) и убедимся в том, 
п—?со 
что последовательность (&1, &2,..., бк...) представляет собой 
некоторый элемент пространства ЙЁ, т. е. убедимся в сходимости 
ряда р <7. Так как |у„|| < М для всех номеров п, то для всех 
номеров п м 
Ук < м" (11.14) 
К=1 
и тем более № 
Ум 115 
К=1 


(для любого фиксированного номера М и для всех номеров т). 


„‚ Переходя в (11.15) к пределу при п -} со, мы получим, что 


р <; < М* для любого номера М, а, это и означает, что по- 


 подовательность (1, &2,..., С...) представляет собой неко- 


торый элемент [2, который мы обозначим через &. 
Остается доказать, что последовательность {у„} слабо схо- 
дится к этому элементу &, т. е. доказать, что для любого элемен- 


та, а = (а1, а2,...,ак,...) пространства [7 справедливо соотно- 
шение Ш (у, а) = (&, с) или, что то же самое, соотношение 
п—>со 


Ши > Упкак = об 


В силу того, что Ши, ть = бк ив силу теоремы о почленном 


переходе к пределу (см. теорему 1.6) достаточно доказать, что ряд 


со 
и (16) 
К=1 


сходится равномерно относительно всех номеров п. Фиксируем 
©.® 


произвольное = > 0. Из сходимости ряда ›` а вытекает сущест- 
&=1 
вование такого номера 77%, что 


У щ<-. (11.17) 


для всех т > пу и всех натуральных р (р =1,2,...). 


13% 
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Применяя к остатку ряда (11.16) неравенство Коши-Буня- 
ковского для сумм /) 


К=т-1 К=т-1 К=т-1 
и используя неравенства (11.14) и (11.17), мы получим, что 
т-Ер 


У. Упкак| < 8 


К=т-1 
для всех т > ту, всех натуральных р и сразу для всех номе- 
ров п". Но это и означает, что ряд (11.16) сходится равномерно 
относительно всех номеров п. Теорема доказана. 
Доказанная теорема находит многочисленные применения. 
В частности, она широко применяется в теории вариационных 
методов решения задач математической физики. 


$ 2. Пространство Г 


1. Простейшие свойства пространства Г. С простран- 


ством [7 мы уже знакомы из п. 7 8 4 гл. 8, посвяшенного изуче- 
нию классов [Р при любом р > 1. 


Напомним, что пространством [7(Е) называется множество 
всех функций { }(5)} таких, что каждая функция }(х) измери- 
ма на множестве Е, а каждая функция }?(5) суммируема (т. е. 


интегрируема в смысле Лебега) на множестве Ё. При этом мы 
не различаем эквивалентных на множестве Ё функций, рассма- 
тривая их как один элемент Г2(Е). 

Кратко называют [?(Е) пространством функций 
с суммируемым (на множестве Ё) квадратом. 

Сразу же отметим, что все интегралы в этом параграфе по- 
нимаются в смысле Лебега, а под множеством Е понимается 
измеримое множество положительной конечной меры на беско- 
нечной прямой, хотя вся излагаемая нами теория без каких-ли- 
бо осложнений переносится на случай произвольного множества 
положительной меры Ё в пространстве любого числа п измере- 
НИЙ. 

В п. 7$ 4 гл. 8 было установлено, что пространство [2(Е) 
является линейным нормированным пространством с нормой 
любого элемента, }(5) вида 


Вии = (Гл) и (11.18) 


1) Это неравенство установлено в дополнении 1 к гл. 10 вып. 1. 
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Пространство [2 (Е) существенно отличается от всех других 
пространств [Р(ЁЕ) При р * 2, тем, что Г2(Е) является евкли- 
довым пространством со скалярным произведением любых двух 
элементов }(5) и (5) вида !) 


(У, =) =] #8 (2) ат. (11.19) 


Справедливость в [7 (Е) всех четырех аксиом скалярного произве- 


дения 2) легко следует из независимости произведения {1 (5)2(5) 
от порядка сомножителей, из линейных свойств интеграла и 
из условия эквивалентности нулю измеримой, суммируемой и 
неотрицательной функции }?(т). 

Заметим еще, что из (11.18) и (11.19) вытекает, что (как и 
во всяком евклидовом пространстве) норма и скалярное произ- 


ведение в [2 связаны соотношением 


ПА = МА Л). 


Наконец, напомним, что в п. 7 $ 4 гл. 8 доказано, что про- 
странство Г2(Е) является полным 3). 

Перейдем теперь к выяснению более глубоких свойств про- 
странства [7(Е). 

2. Сепарабельность пространства Г^. Рассмотрим сна- 
чала, произвольное линейное нормированное пространство К. 

Определение 1. Мноэкество М элементов линейного норми- 
рованного пространства В называется всюду плотным 
(или плотным в В), если для любого элемента | про- 
странства @ из множества М можно выделить последова- 
тельность элементов {1 м}, стодящуюся по норме В к }. 

Определение 2. Линейное нормированное пространство В 
называется сепарабельным, если в нем существует, счет- 
ное всюду плотное множество элементов М. 

Целью настоящего пункта является доказательство сепара- 
бельности пространства, Г. 

Теорема 11.4. Множество непрерывных на ВЕ функций яв- 
ляется всюду плотным в 1Р(Е). 


1) Определение евклидова пространства и скалярного произведения см. в 
$ 1 гл. 10. 


2) Аксиомы скалярного произведения можно найти в $8 1 гл. 10. 


3) Напомним, что линейное нормированное пространство В называется 
полны м, если для любой фундаментальной последовательности { }„ } эле- 
ментов этого пространства (т. е. для последовательности { }»}, для которой 

и зар || {м — [№ || = 0, существует элемент } пространства В, к которому 
В — 59 тп 


сходится в В эта последовательность. 
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Доказательство. Пусть }(х) — произвольная функция 
из [2(Е). Не ограничивая общности, мы можем считать, что 
1(т) > 0. Действительно, вводя две неотрицательные функции 


Г" (2) = 5) + (2), Гоа) = Иа) - 1), 


легко убедиться в справедливости теоремы для любой функции 
Т Е Г при условии, что для неотрицательных функций она 
доказана. 

Кроме того, мы можем предположить, что }(т) всюду при- 
нимает конечные значения. Итак, пусть }(т) Е [2(Е) и 0 < 
< (т) < ©. 

Рассмотрим для каждого номера п последовательность непе- 
рересекающихся множеств 1) 


р К К+1 
Е ЕЕ] < (2) < ти (%=0,12,...). 
Тогда, очевидно, для любого номера п(п = 1,2,...) сумма 
указанных множеств по всем К = 0,1,... дает множество В, 
©.®) 
те. Е = |] Е’. 
К=0 


Построим последовательность { №(х)} функций, определенных 
на множестве Ё, для каждого номера п положив (1) = К/2” 
для т, принадлежащего ЕК. Таким образом, каждая функция 
(<) представляет собой «ступенчатую» на множестве Е функ- 


цию (принимающую не более чем счетное число значений). 
Далее очевидно, что для всех номеров п и всех точек т мно- 
жества Ё справедливо неравенство 


0 < / (1) — №(х) < 1/2", 
из которого следует, что последовательность 1 ]„(х)} сходится 
к {1(т) равномерно на множестве Е. Положим \Ф„(1) = 
= шит {п, №(5)}. 

Каждая функция Ф„(т) принимает на множестве ЕЁ лишь 
конечное число значений, причем последовательность {Ф„(т)} 
сходится к /(1) всюду на РЁ. Так как, кроме того, всюду на 
множестве Ё справедливо неравенство 0 < }(х) — Ф„(х) < (т), 
из которого следует, что [[(5) — Ф„(х)]? < РР(2) всюду на Е, 
то в силу следствия из теоремы 8.19 последовалельность [{ (5) — 
— Ф„(5)|? сходится к нулю в [1(Е), т. е. последовательность 
Ф„(5) сходится к }(х) в [7(ЁЕ). 


1) Напомним, что символ Е [1 удовлетворяет условию А] обозначает мно- 
жество всех точек Е, для которых функция ]{(х) удовлетворяет условию А. 
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Остается доказать, что каждую функцию Ф„(т) можно при- 
близить по норме [2(Ё) непрерывной функцией с любой степе- 
нью точности. Напомним, что каждая функция Ф„(т) прини- 


мает лишь конечное число значений, т. е. имеет вид Ф„(х) = 
7 

= >’ акок(т), где ак (Е = 1,2,..., т) — постоянные числа, а 
К=1 

сл. (т)— так называемые характеристические функции 

множеств Вх: 


1 на множестве Ёу, 
ив (т) = 


О вне множества, В. 


Таким образом, для завершения доказательства теоремы, 
достаточно построить последовательность непрерывных Ффунк- 


ций, сходящуюся в [2 (Е) к функции (7) вида 


1 на множестве №5, 
(1) = 


О вне множества Ро, 


где Ро — некоторое содержащееся в Ё измеримое множество. 
Для множества ЁРд и для любого номера п найдутся содержа- 
щее Ру открытое множество Си и содержащееся в Ру замкнутое 


множество РЁ’, такие, что мера разности С’, — Е, меньше 1/® '). 


Обозначим символом РЕ» дополнение множества, С» и положим 
р(х, Е») 
= ) 


где символ р(х, Е) обозначает расстояние от точки 1х до мно- 
жества, Р. 
Очевидно, что каждая функция фи (х) непрерывна на Е, рав- 


фи(х) = 


на единице на Ри, равна нулю на Ри и всюду удовлетворяет усло- 
вию 0 < ф,(5) < 1. Отсюда для нормы разности ф„(1) — &(х) 
мы получим следующую оценку: 


[и — «ев = ГПфи() - «Ра < | @<., (1.20) 
Е С„\Е» п 
которая завершает доказательство теоремы. 
Докажем теперь следующую основную теорему. 
Теорема 11.5. Для любого ограниченного измеримого мно- 
окества Е пространство Г7(Е) сепарабельно. 


Доказательство. Сначала проведем доказательство для 
случая, когда множество Е представляет собой сегмент |а, 6]. 


1) В силу определения измеримости множества Ео и следствия из теоремы 
8.5 (см. п. 28 2тл. 8). 
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Докажем, что в этом случае в качестве счетного всюду плотного 
множества в [?[а, В] можно взять множество М всех многочле- 
нов с рациональными коэффициентами !). 

Согласно теореме 11.4 любую функцию {(5) из Г ([а, 8]) мож- 


но приблизить с любой степенью точности по норме Г ([а, 6) 
непрерывной функцией. Далее, согласно теореме Вейерштрас- 
са 1.18, всякую непрерывную на сегменте [а, 6] функцию можно 


равномерно на этом сегменте (а стало быть, и по норме Г ([а, 6])) 
приблизить с любой степенью точности алгебраическим много- 
членом с вещественными коэффициентами. 

Наконец, очевидно, что алгебраический многочлен с веще- 
ственными коэффициентами можно равномерно на [а, 6], а стало 


быть, и по норме [7 ([а, В]) приблизить с любой степенью точ- 
ности многочленом с рациональными коэффициентами. Тем са: 
мым для случая, когда множество Ё представляет собой сегмент 
[а, 6] доказательство теоремы завершено. 

Пусть теперь Ё — произвольное ограниченное измеримое 
множество. Так как множество Ё ограничено, то найдется сег- 
мент |а, 6], содержащий множество В. 


Пусть }(5) — произвольная функция из [7(Е). Продолжим 
эту функцию на сегмент [а, 8], положив ее равной нулю вне Ё. 
Остается заметить, что так продолженная функция }(т) при- 
надлежит классу Г/7([а, 6]), и поэтому, согласно доказанному 
выше, может быть приближена с любой степенью точности по 


норме Г ([а, 6]} (и тем более по норме Г[2(Е)) многочленами с 
рациональными коэффициентами. Стало быть, и в этом случае 
многочлены с рациональными коэффициентами образуют всюду 


плотное в [2(Е) множество. Теорема, полностью доказана. 


3. Существование в Г.2 замкнутой ортонормирован- 
ной системы, состоящей из счетного числа элементов. 


Для построения в [7 замкнутой ортонормированной системы 


элементов будем исходить из сушествования в [7 счетного всю- 
ду плотного множества элементов |1, }2,..., м, ... 

Мы докажем, что замкнутая ортонормированная система мо- 
жет быть построена с помошью конечных линейных комбина- 


ций 2) элементов всюду плотного множества, 1, №. ..., Ёь ... 
Такой способ построения ортонормированной системы обыч- 
но называют процессом ортогонализации. 


1) То, что такое множество Л счетно, вытекает из счетности всех рацио- 
нальных чисел и из счетности числа всех многочленов различной степени. 


2) Говорят, что элемент Ф„ является линейной комбинацией элементов 
Н, 12, ..., т, если найдутся вещественные числа @а1, @2,..., @т такие, 
что Фи = от 1 + @2 2 ...- От К. 
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Будем считать, что среди элементов 11, }№,..., м, ... нет 
линейно зависимых !) элементов (иначе при последовательном 


увеличении номера 1 мы удалили бы из совокупности | Ти} каж- 
дый элемент м, являющийся линейной комбинацией элементов 


Л, 12, ... у ил). 


Построим систему попарно ортогональных ненулевых эле- 


ментов 1, Фо,..., Фи, ... таких, что для любого номера, 7% каж- 

дый из элементов ЧФ1, Фо,..., Ч; является линейной комбина- 

цией элементов |1, ]2,..., м и, наоборот, каждый из элементов 

|, ]2,..., м является линейной комбинацией элементов 
2 

1, Фо,..., $, 2). 

Докажем методом математической индукции, что указанная 
система элементов 1, Фо, ..., Фи,... может быть последова- 
тельно определена с помощью соотношений 

Ч = Л, (11.21) 


(Ли, 91) (Л, 92) ... (Л, Л 
(12, 91) (2, 92) ... (№9) ЛЬ 


и = при п? 2. 


(ль Ф) (Фь, №2) ... Обь Л (11.22) 


Ясно, что элемент Ф1, определяемый соотношением (11.21), 
является ненулевым (ибо в противном случае для любого номера п 


оказались линейно зависимыми элементы |1, },..., м. 
Таким образом, при п = 1 выполнены все указанные выше 
требования. Предположим теперь, что система, Ф1, Фо,..., Фи_1, 


построенная с помощью соотношений (11.21), (11.22), удовлетво- 
ряет всем указанным выше требованиям, и убедимся, что тогда 
этим требованиям удовлетворяет и построенная с помощью тех 


же соотношений система 1, Фо,..., Фю. 
Из (11.22) ясно, что элемент Ф„ представляет собой некото- 
рую линейную комбинацию элементов 1, ]2,..., ми, таким об- 


разом, является ненулевым (иначе бы оказалась нулевым элемен- 
том указанная линейная комбинация, т. е. элементы Л, р, ... 
..., п оказались бы линейно зависимыми). 

Далее, поскольку элементы 1, }2,..., м_1 линейно выра- 
жаются через Чт, Фо,..., ФУ„_1 и поскольку минор стоящего в 
правом нижнем углу определителя (11.22) элемента }» равен 


1) Это означает, что ни один из элементов }» совокупности { }№ } не явля- 
ется линейной комбинацией конечного числа других элементов этой сово- 
купности. 


2?) На языке линейной алгебры это означает, что линейная оболочка, на- 
тянутая на элементы Ф\1, Ф5,..., Фо, совпадает с линейной оболочкой, на- 
тянутой на элементы Ё, р, ..., №. 
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19,1 Г) и поэтому отличен от нуля, из равенства (11.22) сле- 
дует, что и элемент „ линейно выражается через 41, Фо, ..., Фи. 

Наконец, из (11.22) сразу вытекает, что элемент Ф„ ортого- 
нален каждому из элементов 41, Фо,..., У„_1. В самом деле, 
если К — любой из номеров 1, 2,..., п - 1, то, умножая обе ча: 
сти (11.22) скалярно на Фь, мы получим в правой части опре- 
делитель, К-й и п-й столбцы которого одинаковы. Из равенства, 
нулю такого определителя следует, что (Ф„, $’) = 0 для всех 
К =1,2,...,П-Т. 

Тем самым индукция завершена, и система Чт, Фо, ... 


., Фи, ..., удовлетворяющая указанным требованиям, постро- 
ена. 
Положив теперь для каждого номера п фи = Ф„/ |||, мы 
получим ортонормированную систему 1, 2, ..., Фи, ... 


Замкнутость построенной нами системы {фи} сразу вытека- 


ет из того, что каждый элемент всюду плотного множества { №} 
является линейной комбинацией конечного числа элементов си- 
стемы {фи}. 
Из счетности всюду плотного множества элементов 1, р, ... 
., п, ... вытекает, что построенная нами замкнутая ортонор- 
мированная система содержит не более чем счетлное число эле- 
ментов. Но число элементов этой системы не может быть ко- 
нечным, ибо это означало бы, что пространство [2 является ко- 


нечномерным 2 ) . 


Тем самым мы окончательно доказали существование в ГР 
замкнутой ортонормированной системы, состоящей из счетного 
числа элементов. 

Заметим в заключение, что замкнутую ортонормированную 


систему элементов [2 часто называют ортонормирован- 
ным базисом 3). 

4. Изоморфизм пространств Г? и [Г и следствия из 
него. В пространстве Г2(Е), точно так же, как и в простран- 


стве [?, вводятся понятия слабой сходимости последовательно- 
сти элементов и слабой компактности множества, элементов. 


1) Для того чтобы убедиться в этом, достаточно записать равенство (11.22) 

ля номера (п — 1) и умножить его скалярно на Ф„_1. 
д 

2) То что размерность пространства Г? (Е) равна бесконечности, сразу вы- 
текает из того, что для любого наперед заданного номера, п в этом простран- 
стве существует п линейно независимых элементов 1, х, 1°,..., 5771. 

3) Система элементов {фи} называется базисом пространства [2(Е), 


если любому элементу } пространства, Г? (Е) однозначно соответствует раз- 
со 


ложение этого элемента в ряд »` сифь с постоянными коэффициентами св, 
—1 
. й 2 
сходящийся к элементу } по норме пространства Г,” (РЁ). 
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Определение 1. Последовательность {]1.(т)} элементов 
пространства [^(Е) называется слабо стодящейся к 
элементу }(1) этого пространства, если для любого элемента 
2(т) пространства 17(Е) справедливо соотношение 


(1», &) > (Л, 5) при по, 
или, что то же самое, 
(2) т)? > | Ла) т) ах при по. 


Так же элементарно, как и для случая [?, доказывается, что 
Г2?(Е б 

из сходимости {1 [„(т)} к }(т) по норме вытекает слабая 
сходимость { ж(х)} к /(1). Конечно, слабая сходимость элемен- 
тов [7 (Е) не влечет за собой сходимости по норме [7 (Е) (приме- 
ром может служить любая ортонормированная последователь- 
ность элементов пространства Г7(Е)). 

Определение 2. Бесконечное множество М элементов 


пространства 17(Е) называется слабо компактным, 
если из любой принадлежащей множеству М последователъ- 
ности элементов {1 р(х)} можно выделить слабо сходящуюся 
подпоследовательность. 

В полной аналогии с тем, как это было сделано для простран- 


ства [, в пространстве [2 вводится понятие линейного непре- 
рывного функционала. 


Определение 3. Функционал (}), определенный на элемен- 
тат } пространства Г7(Е), называется линейным, если 
для любых двух элементов } и © пространства Г^(Е) и для 
любых вещественных чисел © и В справедливо равенство Ца} - 
+ 65) = аЦ Л) + ВКЕ). 

Договоримся там, где это будет удобно, называть элементы 
пространства [27(Е) точками этого пространства. 

Определение 4. Функционал [(}), определенный на элемен- 
тах } пространства 17 (Е), называется непрерывным в 
точке Ш этого пространства, если для любой последова- 
тельности { №} элементов [2(Е), стодящейся по норме 17 (Е) 
к элементу рю, числовая последовательность [(]) сходится 


к Ц). 


Определение 5. Функционал (}) называется просто н е- 
прерывным, если он непрерывен в каждой точке | про- 


странства Г[^(Е). 


Как и для случая [2 легко доказать, что если линейный 
функционал в [7(Е) непрерывен хотя бы в одной точке [7(Е), 
то он непрерывен всюду на [/7(Е), т. е. просто непрерывен. 
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Естественно возникает вопрос о перенесении на случай про- 
странства, [2 (Е) доказанных для пространства [? теоремы 11.2 
об общем виде линейного непрерывного функционала и теоремы 
11.3 о слабой компактности всякого ограниченного (по норме) 
множества. 

Мы установим глубокую связь между пространствами Г 
и 2, которая позволит нам сразу же установить справедливость 
для пространства, [7 только что упомянутых теорем. 

Введем следующее фундаментальное понятие. 

Определение 6. Два произвольных евклидовых простран- 
ства В и В' называются изоморфными, если между эле- 
ментами этих пространств можно установить взаимно од- 
нозначное соответствие так, что при условии, что элемен- 
ты т’ и У пространства В' являются образами элементов 
х и у пространства В, выполняются следующие требования: 
1) элемент х'- у’ пространства В’ является образом элемента 
х + у пространства В; 2) при любом вещественном А элемент 
Ат’ пространства В’ является образом элемента Ах простран- 
ства В; 3) скалярные произведения (т’, у’) и (т, у) равны друг 
другу. 

В курсе линейной алгебры устанавливается, что все п-мер- 
ные евклидовы пространства изоморфны между собой и изо- 
морфны пространству Ё”. 

Главной целью настоящего пункта является установление 
изоморфизма бесконечномерных евклидовых пространств [7 (Е) 
и [?. Но прежде всего мы докажем следующую замечательную 
теорему. 

Теорема 11.6 (теорема Рисса—Фишера). Пусть {р} — 
произвольная ортонормированная система в Г^(Е) 1). Тогда 
для любой последовательности вещественных чисел (ст, со, ... 


со 
., Сп, ...), удовлетворяющей условию У` сё < о5, т. е. явля- 
К=1 
ющейся элементом Р найдется и притом единственная функ- 
ция !(т) из пространства [7(Е) такая, что сп = (КФ) = 


= Гео, (в)аз и =? = [ (ааа. 
Е &=1 Е 


п 
Доказательство. Положим м = >. скфь. Последова- 
К=1 
тельность { м} фундаментальна, так как при т > п справедливо 


1) Ни полнота, ни тем более замкнутость этой системы не предполагается. 
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7 ©.®) 
2 
равенство || ш — ||“ = У’ ср и по условию ряд У` сё сходит- 
К=п-1 К=1 

2 ., 
ся. Но тогда в силу полноты пространства Г,“ (Е) (установленной 
еще вп. 7 $ 4 тл. 8), найдется элемент { пространства [2 (Е) та- 
кой, что 


Ша |7 7 = № 
п—со п—со 


У сьфь 1 = 0. (11.23) 


К=1 


Из последнего соотношения и из тождества Бесселя (10.17), 
установленного в 8 1 гл. 10 1), вытекает, что 


п со 
. 2 2 2 2 
Ш > ЕЛ, те У а =. 
К=1 К=1 


Докажем, что (}, фк) = ск для любого номера А. Для этого 
заметим, что в силу ортонормированности системы {фь} при 
всех п > К справедливо равенство 


(», фк) = [УЗ р, =» <(Фь Фь) = с, (11.24) 


и учтем, что в силу неравенства Коши-Буняковского 
|(Ль, Фь) — (Л, Фь)| = (Ф — Л, Фь) < 
< мм — Л: в |= МШ№- ЛЯ 


и в силу (11.23) справедливо соотношение 


(Ть, фк) — (1, Фк) при п >. (11.25) 


Из (11.24) и (11.25) получаем, что ({, фк) = ск для любого но- 
мера, К. 
Остается доказалъ, что } является единственным эле- 


ментом [2 (ЕЁ), удовлетворяющим всем условиям теоремы. Пусть 
2 — любой другой элемент [2 (Е), удовлетворяющий всем услови- 
ям теоремы. Из неравенства Коши-Буняковского |(}м — }, 2)| < 


< № -Л|: \/|=| и из (11.23) следует, что 


(№ -—, =) 0 при п сю. (11.26) 


1) Указанное тождество Бесселя справедливо для любой ортонормирован- 
ной системы в произвольном евклидовом пространстве. 
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Но из равенства (2, фк) = ск и из аксиом скалярного произведе- 
ния вытекает, что 


(» — Л, в) = (Убеь Л :) — 


К=1 
= с 5, фк) — (Л, 8 


К=1 К=1 


5), 


— 
— 
—ь 
— 


так что в силу (11.26) 


У «=(1, в). (11.27) 


| 
< 2 < 2 
Из (11.27) и из соотношений ха = Ги Ус = |=" полу- 
— К=1 


чим, что 


а = (А-а, 5) = - 24, в + =0. 


Но это означает, что разность ] — = представляет собой нулевой 


1 


элемент [2(Ё) те. # = о. Теорема полностью доказана. 
9 


Замечание. Если ортонормированная система {ри} за- 
мкнута или хотя бы полна, то единственность элемента } будет 


со 
иметь место и без требования У` сё = ||/ | (см. по этому поводу 
К=1 
теорему 10.8). 
Опираясь на теорему Рисса-Фишера, докажем следующую 
основную теорему. 
Теорема 11.7. Пространства [7(Е) и Г изоморфны. 


Доказательство. Выберем в пространстве [2 (Ё) замк- 
нутую ортонормированную систему {фк} и поставим в соответ- 
ствие каждому элементу { пространства [2(Е) элемент е = 
= (с1, с2,..., Си,...) пространства Г, координаты с» которого 


имеют вид сх = (}, Фь) (Е =1,2,...). В силу теоремы 11.6 такое 
соответствие является взаимно-однозначным. 
Остается доказать, что если элементам } и = пространства 


[2 (Е) отвечают соответственно элементы с = (с1, с2,..., би...) 
и = (41, 45, ..., @,...) пространства {[2, то 1) элементу +5 
отвечает элемент с + 4 = (с1 + 41, с2 + 42,..., п- в, ...); 2) 
при любом вещественном А элементу А] отвечает элемент Ас = 
= (Аст, Асо, ..., Ап, ...); 3) справедливо равенство 
со 
(1, =) = (с, а) = > сьаь, (11.28) 
К=1 


называемое обычно обобщенным равенством Пар- 
севаля. 
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1) и 2) сразу вытекают из свойств скалярного произведе- 


ния Г). Докажем равенство (11.28). В силу замкнутости системы 


{Фь! для каждой из функций }{, ри } += справедливы равенства 
Парсеваля 


ВЛ=У <, (в=>,. 4, (11.29) 
К=1 К=1 
(+в +8 =» (+4). (11.30) 
К=1 


Вычитая (11.29) из (11.30), получим 


&=1 


Теорема полностью доказана. 

Доказанная теорема позволяет рассматривать {2 как коорди- 
натную форму записи элементов пространства [27 (Е). Эта, теоре- 
ма позволяет перенести на [7(Е) все утверждения, установлен- 
ные для Г, и наоборот. В частности, из теоремы 11.7 вытекают 
следующие утверждения. 

1°. Пространство {2 является полным. 

2°. Любое ограниченное по норме Г2(ЁЕ) множество, содер- 
жащее бесконечное число элементов [7(Е), является слабо ком- 
пактным. 

3°. Для каждого линейного непрерывного функционала [(}), 
определенного на элементах } пространства [2(ЁЕ), существует 
один и только один элемент © пространства, [7(Ё) такой, что 
для всех элементов } пространства [2(Е) справедливо равен- 
ство КТ) = ([, &), причем 


[ 
= зар М [6 


ГеГР(Е) 17 

С точки зрения квантовой механики теорема 11.7 являет- 
ся математическим обоснованием эквивалентности «матричной 
механики» Гейзенберга и «волновой механики» Шредингера, 
первая из которых использовала в качестве математического ап- 
парата координатное пространство [, а вторая — пространство 
функций с интегрируемым квадратом Г. 

Теорема, (11.7) естественно, наводит на мысль о том, что 


оба, пространства {2 и [2 являются лишь двумя различными кон- 


1) Так, для доказательства 1) достаточно заметить, что (+в, фк) = 
= (р фь) + (©, фь) = сь + 4ь. 
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кретными реализациями одного и того же абстрактного 
пространства, к рассмотрению которого мы теперь и переходим. 


$ 3. Абстрактное гильбертово пространство 


1. Понятие абстрактного гильбертова пространства. 
Гильбертово пространство Н, с которым мы уже познакоми- 


лись в виде двух его конкретных реализаций Г и Г^, вводится 
аксиоматически как совокупность элементов Х, У, {,... любой 
природы, удовлетворяющих определенной системе аксиом. 

Перечислим все аксиомы, которым должны удовлетворять 
элементы абстрактного гильбертова пространства Н. 

[. а) Аксиома о существовании правила, посредством кото- 
рого любым двум элементам Х и У пространства Н ставится 
в соответствие элемент этого пространства //, называемый сум- 
мой ХиУ. 

6) Аксиома о существовании правила, посредством которого 
любому элементу Х пространства Н и любому вешественному 
числу А ставится в соответствие элемент пространства, Н, назы- 
ваемый произведением Х на А. 

в) Восемь аксиом линейного пространства !). 

П. а) Аксиома о существовании правила, посредством кото- 
рого любым двум элементам Х и У пространства Н ставится в 
соответствие число, называемое скалярным произведением этих 
элементов и обозначаемое символом (Х, У). 


6) Четыре аксиомы скалярного произведения 2). 


1) Указанные восемь аксиом можно найти в любом курсе линейной алгеб- 
ры. Ради удобства перечислим эти аксиомы. 

1°. Х + У =У-+Х (для любых элементов Х и У). 

2°. Х + (У +2) = (ХУ) + 7 (для любых элементов Х, Уий). 

3°. Существует элемент 0 такой, что Х + 0 = Х для любого элемента, Х. 

4°. Для каждого элемента, Х существует элемент Х’ такой, что Х-+Х'" = 

5°. «(ВХ) = (аВ):Х для любого элемента Х и любых вещественных чисел 
аи 8. 
6°. 1. Х = Х для любого элемента, Х. 

7°. (а-+ В)Х =аХ + ВХ для любого элемента Х и любых вещественных 
чисел а и 

8°. а(Х + У) =аХ + аУ для любых элементов Х и У и любого веще- 
ственного числа а. 

2) Аксиомы скалярного произведения можно найти в $ 1 гл. 10. Ради 
удобства перечислим эти аксиомы. 

1°. (Х, У) = (У, Х) для любых элементов Х иУ. 

2°. (Х-+У, 7) = (Х, 7) + (У, 2) для любых элементов Х, У ий. 

3°. (аХ, У) =а(Х, У) для любых элементов Х и У и для любого веще- 
ственного числа а. 

4°. (Х, Х) > 0 для всякого ненулевого элемента, Х, (0, 0) = 0. 
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Ш. Аксиома, о полноте пространства Н относительно нормы, 


определяемой равенством ||Х || = \/(Х, Х) |). 

ГУ. Аксиома о существовании в Н любого наперед взятого 
числа линейно независимых элементов. 

\У. Аксиома о существовании в Н счетного всюду плотного 
(в смысле нормы Н) множества элементов. 

Иными словами, гильбертовым пространством 
Н называется всякое линейное евклидово полное бесконечно- 
мерное сепарабельное пространство. 

В гильбертовом пространстве Н вводятся: 1) понятия сходи- 
мости последовательности элементов по норме и слабой 
сходимости (говорят, что последовательность элементов { Х» } 
слабо сходится к элементу Х, если для любого элемента У спра- 
ведливо соотношение (Х», У) -} (Х, У) прип -} с5); 2) понятие 
слабой компактности множества М элементов Н (кото- 
рое определяется как возможность выделения из любой последо- 
вательности элементов М слабо сходящейся подпоследователь- 
ности); 3) понятия линейного и непрерывного функ- 
ционалов [(Х), определенных на элементах Х пространства Н 
(функционал [(Х) называется линейным, если КаХ + ВУ) = 
= а(Х) + ВЦУ) для любых элементов Х и У пространства Н 
и любых вещественных чисел © и В; функционал [(Х) называ- 
ется непрерывным в «точке» Хо, если (Х») $ ЦХо) 
для любой последовательности {Хи } элементов Н, для которой 
||1Х» — Хо|| — 0; просто непрерывным называется функ- 


ционал [(Х), непрерывный в каждой точке Х пространства Н). 
В полной аналогии с тем, как это было сделано в п. 382 для 


пространства, [7, для абстрактного гильбертова пространства Н 
доказывается существование замкнутой ортонормиро 
ванной системы элементов {Ф,„} (для этого произво- 
дится процесс ортогонализации счетного всюду плотного мно- 
жества элементов Н). 


Для абстрактного гильбертова пространства Н (так же, как и 
для [/^) справедлива теорема Рисса-Фишера: если {Ф„} — 
произвольная ортонормированная система в Н, а (ст, со, ... 

., Сп, ...)— произвольная последовательность вещественных 


со 
чисел, удовлетворяющих условию У`\ сё < со, тов Н найдется 


К=1 
и притом единственный элемент Х такой, что ск = (Х, Ф,) и 
со 
2 _ 2 

ев = ||. 
К=1 

1) Определение полноты линейного нормированного пространства, см. в 
п. 7$ 4 гл. 8. 
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Доказательство этой теоремы отличается от доказательства, 
теоремы 11.6 только тем, что во всех рассуждениях вместо эле- 


ментов пространства Г? следует брать элементы Н. 

Теорема Рисса-Фишера позволяет установить следующую 
фундаментальную теорему. 

Теорема 11.8. Все гильбертовы пространства изоморфны 
друг другу. 

Достаточно доказать, что всякое гильбертово пространство Н 
изоморфно пространству [Р, а для этого достаточно повторить 
доказательство теоремы 11.7, заменяя во всех рассуждениях эле- 
менты [2 элементами Н. 

Из теоремы 11.8 сразу же вытекают следующие утверж- 
дения. 

1°. Любое ограниченное по норме Н множество, содержа- 
щее бесконечное число элементов Н, является слабо компакт- 
ным. 

2°. Для каждого линейного непрерывного функционала [(Х), 
определенного на элементах Н гильбертова пространства Н, 
существует один и только один элемент У этого пространства 
такой, что для всех элементов Х пространства Н справедливо 


равенство (ХХ) = (Х, У), причем || = зар ИХ — |У]. 
хЕН 11 

Замечание. Можно доказать, что всякое слабо компакт- 
ное множество М бесконечного числа элементов Н является 
ограниченным (по норме Н). Иными словами, можно доказать, 
что ограниченность содержащего бесконечное число элемен- 
тов подмножества М пространства Н является необтоди- 
мым и достаточным условием слабой компактности этого 
подмножества. 

2. Эквивалентность понятий полноты и замкнутости 
ортонормированной системы в гильбертовом простран- 
стве. Согласно теореме 10.7 в любом евклидовом пространстве 
(а стало быть, и в любом гильбертовом пространстве) всякая 
замкнутая ортонормированная система является полной. Сей- 
час мы докажем, что в гильбертовом пространстве справедливо 
и обратное утверждение. 

Теорема 11.9. Всякая полная ортонормированная систе- 
ма элементов произвольного гильбертова пространства яв- 
ляется замкнутой. 

Доказательство. Пусть {Ф„} — произвольная полная 
ортонормированная система элементов Н, а Ф— любой эле- 
мент Н. Достаточно доказать, что п-я частичная сумма юи ряда 
Фурье элемента \ по системе {Фи } сходится к этому элементу $ 
по норме НД. 
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п со 

Пусть ск = ($, Ф,), 5, = У` скФь. Так как ряд У сё схо- 
К=1 К=1 

дится Г) и так как (в силу аксиом скалярного произведения и 
ортонормированности системы {Ф„}) при любом т > п 


т т т т 
|5, — бп || — СЕ — СЕ, СЕ — Ск, 
К=п-1 К=п-1 К=п-1 К=п-1 


то последовательность {5} является фундаментальной. 
Но тогда в силу полноты пространства Н найдется элемент 
этого пространства, Фо такой, что 


15» — Ф0|| — 0 при п -—$ со. (11.31) 


Остается доказать, что Фо = У. Для этого достаточно доказать, 
что элементы Ф и Фо имеют одинаковые коэффициенты Фу- 


рье 2). Фиксируем произвольный номер К. При любом п > Кв 
силу ортонормированности системы {Фи} и аксиом скалярного 
произведения 


п п 


(5, Ф,,) — У аФ,, Ф, — У с(Ф, Ф,,) — Ск. (11.32) 
[—=1 [—=1 


С другой стороны, так как на основании неравенства Коши- 
Буняковского 


(5, Фк) — (Фо, Ф,)| = |(5, — Фо, Ф,)| < 


< |5» — 40| - |Фь|| = М5 — $9], 


то из (11.31) вытекает, что 
(5, Ф,) _ (Фо, Ф,) при П-? 0. 


Из этого соотношения и из (11.32) получим, что (Фо, Фу) = ск = 
= ($, Ф,). Теорема доказана. 
Следствие. В гильбертовом пространстве Н полнота 
ортонормированной системы эквивалентна ее замкнутости. 
Замечание. Для неполного евклидова пространства тео- 
рема 11.9, вообще говоря, несправедлива. 


1) Сходимость этого ряда вытекает, например, из неравенства Бесселя (см. 
теорему 10.10). 
2) В самом деле, совпадение всех коэффициентов Фурье элементов Ф и Фо 


означало бы, что элемент Ф — Фо ортогонален ко всем Ф„ и, стало быть, в 
силу полноты системы Ф„ является нулевым. 
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Этот факт мы продемонстрируем следующим примером о. 


Рассмотрим евклидово пространство С® всех непрерыв- 
ных на сегменте |-л, л| функций }(5) со скалярным произве- 
дением, определяемым равенством 


(7, =) = 1 1(%)2(т) ат. 


Конечно, это пространство не является полным 2) (а стало быть, 
и гильбертовым). Построим в этом пространстве полную орто- 
нормированную систему элементов, не являющуюся замкнутой. 
Процесс построения этой системы проведем в два шага. 

1°. Сначала докажем, что в гильбертовом пространстве 
[2[-тп, п] существует полная ортонормированная система, $0, $1, 
42,...,Фп,... такая, что функция ф0(т) является разрыв- 
ной на, сегменте |-л, л|, а все функции ф.(т), п = 1,2,..., 
являются непрерывными на этом сегменте. Положим 


1 
= Ш 0 < < ) 
Фо вы (11.33) 
О при —л<хт<0, 


Чо» (2) = Убе (в =1,2,...), 


М2 зш пт 


при —л < т<0, 
2и_1(2) = Ут р т 


0 при О<х<л (п=10....). 


Сразу же заметим, что функция Ф0(5) является разрыв- 
ной на сегменте [-ях, д|, а все остальные функции Ф„(5) (п = 


= 1,2,...) непрерывны на этом сегменте. Кроме того, легко 
проверить, что функция Фо(т) ортогональна на, сегменте |-л, л| 
каждой из функций Ф„(т) (при всех п =1,2, ...). 

Убедимся в том, что система {Ф„(т)} (п = 0, 1,2,...) хотя 


и не является ортонормированной в [2|-л,л| системой, тем не 
менее является полной в том смысле, что любой элемент }(хт) 


1) Этот пример нам сообщил Ш. А. Алимов. 

2) Достаточно фиксировать какую-либо кусочно-непрерывную (но не 
строго непрерывную) на сегменте [-л, л| функцию (т) и заметить, что 
(в силу следствия 2 из п. 3 8 3 гл. 10) последовательность частичных сумм 
тригонометрического ряда Фурье функции (т) сходится к этой функции 
по норме Г*[-п, л|. На основании полноты пространства Г/?[-п, л| указан- 


ная последовательность частичных сумм является фундаментальной. Хотя 
каждый элемент указанной последовательности представляет собой непре- 


рывную на сегменте [-л, л| функцию, предел ее в Г?[-л, л| — функция 
(+) — не принадлежит С°. 
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пространства, [?[-л,л], ортогональный ко всем Ф„(т) (при п = 


=0, 1,2,...), эквивалентен тождественному нулю. 

В самом деле, пусть }(т)— любой элемент пространства 
[2[-п,п|, ортогональный ко всем Ф„(7) (п =0,1,2,...). 

Из ортогональности }(х) ко всем элементам 1Ф2„_1(5)} (п = 
= 1,2,...) вытекает, что на сегменте |[-л, 0] функция }(т) 
ортогональна системе уббви (п =1,2,...), и, стало быть, 


в силу полноты этой системы на |[-п, 0] (установленной в за 
мечании 1 п. 2 8 3 гл. 10) функция {(5) эквивалентна нулю 
на |-т, 0]. 

В таком случае из ортогональности (5%) всем элементам 


Ф.„(х) (п = 0, 1,2,...) вытекает, что на, сегменте [0, х| функ- 
1 2 
ция (5%) ортогональна системе Е? Уи (п =1,2,...), ив 


силу полноты указанной системы на сегменте |0, х] (установлен- 
ной в том же самом замечании 1 п. 2 $ 3 гл. 10) функция {(5) 
эквивалентна нулю и на сегменте [0, х|. 

Таким образом, функция }(т) эквивалентна нулю на всем 
сегменте |[-п, д|. 

Итак, система 1Ф„(х)} (п = 0,1,2,...) является полной 
в [2[-л, л|. Применяя процесс ортогонализации к системе Фут, 
2, Уз, ..., Фи, ..., мы получим ортогональную систему Фо, 1, 
Ф2,..., Фи, ... Остается нормировать эту последнюю систему, 


т.е. положить !) фо = Фо, фи = (при п =1,2,...). 


Ч» 

Ги] 
Мы получим полную ортонормированную систему {фи} (п = 
= 0, 1,2, ...), нулевой элемент которой фо(х) = Фо(х) опреде- 
ляется формулой (11.33) и представляет собой разрывную на 


сегменте [-л, л| функцию, а все остальные элементы которой, 
будучи линейными комбинациями непрерывных функций, явля- 
ются непрерывными на |[—лт, |. 


2°. Возвратимся теперь к рассмотрению пространства С® 
всех непрерывных на сегменте |-л, л| функций и докажем, что 


система, ф1, 2,...,Фи,... является в этом пространстве пол- 
ной, но не является в (в замкнутой. 

Сначала убедимся в том, что система {ри} (п = 1,2....) 
полна в С°. Пусть Ф — произвольный элемент С°, ортогональ- 
ный ко всем фи при п =1,2,..., т. е. такой, что 

(9, Ф,) =0 при п=т2.... (11.34) 


1) Мы учитываем, что ||Фо|| = 1. 
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Тогда функция 


7 = — Фо ($, о) (11.35) 

является элементом 12|[-л, л| и удовлетворяет условиям ) 
(1, 2.) =0 при всех п = 0, 1,2, ... (11.36) 
В силу полноты системы {фи\ (п = 0,1,2,...) в 17 [- т, п| из 


(11.36) вытекает, что } — нулевой элемент, а, тогда из (11.35) и из 
того, что функция Ф(х) непрерывна, а функция ф0(х) разрыв- 
на на [-л, |, вытекает, что (Ч, Фо) = 0. Последнее равенство 
в соединении с (11.34) означает, что Ф — нулевой элемент, т. е. 
доказывает полноту в С° системы {0} (п =1,2,...). 


Докажем теперь, что система {фи} (п =1,2,...) не являет- 
п 


ся замкнутой в С®. Пусть Р — полином вида Р = У акфк с со- 
К=1 
вершенно произвольными коэффициентами ак (Е =1,2,..., п). 


В силу ортонормированности системы {фи} (п = 0, 1,2,...} и 
в силу аксиом скалярного произведения 


[фо — Р| = М (Фо — Р, %-Р) = Фо + РГ 21. (11.37) 


Так как множество непрерывных Функций всюду полно в 
[2[-тп, п], то для элемента, фо найдется непрерывная функция 
1(1) такая, что 


[о — Л < 1/2. (11.38) 
Но из (11.37) и (11.38) вытекает, что |1 — Р| > 1/2 для совер- 
шенно произвольного полинома Р (с любыми коэффициентами), 
а это и означает, что элемент } пространства С® нельзя прибли- 
зить по норме [2[-л, | линейной комбинацией элементов {ри} 
(п =1,2,...), т. е. означает, что система {фи} (п =1,2,...) не 
является замкнутой в С9. 


$ 4. Вполне непрерывные самосопряженные 
операторы в гильбертовом пространстве 


1. Понятие линейного непрерывного оператора. Пусть 
Н — произвольное гильбертово пространство. Ради удобства бу- 
дем обозначать элементы этого пространства малыми латински- 
ми буквами т, у, д, ... 

Если известно правило, посредством которого каждому эле- 
менту т пространства Н ставится в соответствие некоторый 


1) В самом деле, прип =1,2,... (11.36) сразу вытекает из (11.34) и из ор- 
тогональности фо ко всем фи» (п =1,2,...). Равенство (}, фо) = 0 вытекает 
из (11.35), из аксиом скалярного произведения и из того, что (фо, Фо) = 1. 
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элемент этого пространства у, то говорят, что в Н определен 
оператор А, действующий из Н в Н, и пишут, что у = Ах. 
Определение 1. Оператор А называется линейным, 
если для любых элементов т и у пространства Н ц для любых 
вещественных чисел а и В справедливо равенство 


А(сх + Ву) =а: Ах + В-Ау. 


Как и для случая функционала, мы (там, где это удобно) 
будем называть элементы пространства Н точками этого 
пространства. 

Определение 2. Произвольный действующий из Н в Н опе- 
ратор А называется непрерывным в точке то про- 
странства Н, если для любой последовательности {ти} эле- 
ментов Н, стодящейся по норме Н к элементу то, соответ- 
ствующая последовательность { Ахь! сходится по норме Н к 
элементу Ато. 

Определение 9. Оператор А называется непрерыв- 
ны м, если он непрерывен в каждой точке т пространства Н. 

Определение 4. Произвольный действующий из Н в Н опе- 
ратор А называется ограниченным, если существует по- 
стоянная С такая, что для всех элементов х пространства Н 
справедливо неравенство || Ах|| < С |1]. 

Сформулированные нами определения 1—4 полностью ана- 
логичны соответствующим определениям 1-4 для функционала, 
сформулированным в п. 2 8 1 этой главы. 

Эта аналогия позволяет нам привести без доказательства 
следующее утверждение: действующий из Н в Н линейный опе- 
ратор А является непрерывным тогда и только тогда, когда 
он является ограниченным. 

Доказательство этого утверждения абсолютно идентично до- 
казательству теоремы 11.1. 

Для линейного непрерывного оператора А (так же, как для 
линейного непрерывного функционала) вводится понятие 
нормы. 

Определение 5. Нормой линейного непрерывного опера- 
тора А называется точная верхняя грань отношения || Ат|| / || 


на множестве всет элементов х 0 пространства Н (или 
(что то же самое) точная верхняя грань величины || Аз|| на мно- 
жестве всех элементов х пространства Н, норма ||т|| которых 
равна единице). 


Норму линейного непрерывного оператора А будем обозна- 
чать символом ||А||. Итак, по определению 


[4] = зар ||42]|. (11.39) 
|[2||=1 
хтЕН 
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Всюду в дальнейшем в этом параграфе рассматриваются ли- 
нейные непрерывные операторы. 

Приведем пример линейного непрерывного оператора в гиль- 
бертовом пространстве. 


Рассмотрим гильбертово пространство Г[а < # < Ш и пред- 
положим, что нам задана некоторая функция двух переменных 
К (+, 3), определенная и непрерывная в квадрате а < < Вх 
х а < 3<6]. Докажем, что интегральный оператор А, опреде- 
ляемый на элементах (+) пространства [7 [а < 1 < [ равенством 


Ах(р = КС $)5(3) 43, (11.40) 


является линейным и непрерывным. Линейность этого операто- 
ра непосредственно вытекает из линейного свойства, интеграла. 
Для доказательства непрерывности оператора (11.40) доста; 
точно доказать его ограниченность, для чего достаточно устано- 
вить конечность его нормы (11.39). Обозначим через М число 


ЬЬ 1/2 
М = | ГГК*($ 3) @а8 (11.41) 


и убедимся в том, что ||А|| < М. В силу неравенства Коши- 
Буняковского и определения нормы 


Ь Ь Ь 
ГАг(0Р < Г К?(ь ) 48 [ 2?(3) 4 = [а]? | К?(ь 5) ав. 


Проинтегрировав последнее неравенство по $ в пределах от а до 
6 и воспользовавитись обозначением (11.41), будем иметь 


[Ах || < М |#1. 


Но это и означает ограниченность оператора А и справедливость 
для его нормы неравенства ||А|| < М. Отметим, что для некото- 
рых интегральных операторов (11.40) ||А|| в точности равна М. 

2. Понятие сопряженного оператора. Введем теперь 
важное понятие сопряженного оператора. 

Предположим, что в гильбертовом пространстве Н задан 
произвольный действующий из Н в Н линейный непрерывный 
оператор А. 

Фиксируем произвольный элемент у пространства Н и рас- 
смотрим (определенный на всех элементах х пространства Н) 
функционал }(т) = },(х) = (Ат, у). Очевидно, что этот функ- 
ционал является линейным и непрерывным. По теореме Рисса 
об общем виде линейного функционала найдется единственный 
элемент ЙА = А, пространства Н такой, что для всех элементов 1 


пространства Н справедливо равенство }(5) = (т, В). 
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Стало быть, каждому элементу у пространства Н мы поста- 
вили в соответствие один и только один элемент этого простран- 
ства, й такой, что },(5) = (х, №), т.е. мы определили в Н некото- 
рый оператор А* такой, что й = А*у. Указанный оператор А* и 
называют оператором, сопряженным к операто- 
ру А. 

Иными словами, мы приходим к следующему определению. 

Определение 1. Оператор А* называется сопряжен- 
ны м кдействующему из Н в Н оператору А, если для любых 
элементов т и у пространства Н справедливо равенство 


(Ах, у) = (х, А”у). (11.42) 


Из приведенных нами рассуждений следует, что для каж- 
дого линейного непрерывного оператора А существует и притом 
только один сопряженный оператор 4*. 

Непосредственно из определения 1 вытекает, что если для 
оператора А* существует сопряженный оператор (А*)*, то спра- 
ведливо равенство (А*)* = А. 

Мы сейчас убедимся в том, что для случая, когда оператор А 
является линейным и непрерывным, оператор А* также являет- 
ся линейным и непрерывным (а поэтому для А* существует со- 
пряженный оператор и справедливо равенство (А*)* = А, позво- 
ляющее называть операторы Аи А* взаимно сопряжен- 
ными). 

Теорема 11.10. Оператор А*, сопряженный к линейному 
непрерывному оператору А, также является линейным и не- 
прерывным, причем нормы операторов А* и А связаны соотно- 
шением 


ПАЗ = 11. (11.43) 


Доказательство. „Линейность оператора А” сразу вы- 
текает из соотношений (11.42) и из аксиом скалярного произ- 
ведения. Остается доказать ограниченность оператора * и ра- 
венство (11.43). В силу равенства (11.42), соотношения || Ау < 


< |4] || ') инеравенства Коши-Буняковского для любых эле- 
ментов 5 и у пространства Н справедливо неравенство 


(Аа, у = [(х, Ау) < а 1 < 9. 


Взав в этом неравенстве в качестве у элемент А*х, мы полу- 
чим, что для любого элемента х пространства Н справед- 
ливо неравенство 


[Ад = (А*, А*з) < ||. ||. |А*2] 
или ||А*2]| < |4] + |8. 


1) Указанное соотношение, справедливое для любого элемента, у простран- 
ства Н, вытекает из определения нормы линейного непрерывного оператора А. 
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Последнее неравенство означает, что оператор А* является 

ограниченным и что его норма || А*|| удовлетворяет условию 

ПА < |4]. (11.44) 
Доказанные нами линейность и ограниченность (или, что то же 
самое, непрерывность) оператора А* обеспечивают существова- 
ние сопряженного к нему оператора (.*)* = А. Повторяя для 
этого оператора проведенные выше рассуждения, мы получим 
вместо (11.44) неравенство 

[АЙ < 1-47]. (11.45) 
Из (11.44) и (11.45) вытекает равенство (11.43). Теорема доказана. 

Определение 2. Произвольный действующий из Н в Н опе- 
ратор А называется самосопряженных, если для А су- 
ществует сопряженный оператор А*, совпадающий с операто- 
ром А (т. е. если для любых элементов т и у пространства Н 
справедливо равенство (Ах, у) = (х, Ау)). 

В качестве примера снова рассмотрим интегральный опера- 
тор (11.40) с некоторой непрерывной на квадрате [а < < Вх 
х а < з<Ы функцией К ($, 3) (эту функцию принято называть 
ядром интегрального оператора (11.40)). 

Убедимся в том, что сопряженным к оператору А, опреде- 
ляемому равенством (11.40), является интегральный опера: 
тор 4*, определяемый равенством 


А*х(®) = [К(3, 9т(3) а3 (11.46) 


(под К (3, В в (11.46) следует понимать ту же функцию, что и в 
(11.40), нов (11.46), в отличие от (11.40), эта, функция интегри- 
руется по первому аргументу). 

Из (11.40) и (11. 46) вытекает, что для любых элементов х() 
и 9(#) пространства, Г [а, В] справедливы равенства 


(Аж, у) - (ке рые) (ав (11.47) 
(=, А*ч) - (ке ое), (8) 48. (11.48) 


а, 


Правые части равенств (11.47) и (11.48) отличаются только по- 
рядком интегрирования по переменным ф и $ и поэтому совпа- 


дают Г). Стало быть, совпадают и левые части равенств (11.47) 


1) В самом деле, для непрерывных функций х(Ё) и у(№) равенство пра- 
вых частей (11.47) и (11.48) очевидно. Но тогда, в силу теоремы 11.4 и 
неравенства Коши-Буняковского, указанное равенство справедливо и для 


произвольных элементов т(Ё) и у(Ё) пространства Га, В. 
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и (11.48), а это и означает, что оператор А*, определяемый ра- 
венством (11.46), является сопряженным к оператору А, опре- 
деляемому равенством (11.40). 

Из соотношений (11.40) и (11.46) следует, что интегральный 
оператор А, определяемый равенством (11.40), является само- 
сопряженным тогда и только тогда, когда для всех фи $ из 
[|а, 6] справедливо равенство КА(ф $) = КА(5,®. Ядро К(Ь 5), 
удовлетворяющее указанному равенству, называется симмет 
ричным. 

Докажем теперь следующее утверждение. 

Теорема 11.11. Норма |А|| линейного непрерывного само- 
сопряженного оператора А представляет собой точную верт- 
нюю грань величины |(Ах, х)| на множестве всех элементов т 
пространства Н, имеющих равную единице норму, т. е. норма А 
определяется равенством 

АЙ = зар [(42 2). (11.49) 
|1 
хЕН 

Доказательство. Обозначим через и величину, стоя- 

шую в правой части (11.49) (существование указанной точной 


верхней грани не вызывает сомнений). Чтобы доказать, что и = 


= || А ||, достаточно доказать два неравенства, 4 < |А|| ий? ||4|. 

Первое из этих неравенств сразу вытекает из того, что на 
основании определения нормы оператора и неравенства Коши- 
Буняковского для всех элементов х пространства Н, для кото- 
рых ||5|| = 1, 


(Ах, | < Аз] Па = Аз < 14]. 
Остается доказать неравенство д > ||А||. Так как оператор А 


является линейным, то для каждого элемента т пространства Н 
справедливо неравенство 1) 


(Аж, 2)| < р. |". (11.50) 


Далее из аксиом скалярного произведения и из самосопряженно- 
сти линейного оператора А (т. е. из равенства (Ах, у) = (т, Ау)) 
вытекает, что для любых элементов 5 и у пространства Н спра- 
ведливо равенство 


4(Ат, у) = (А(т у), + у) - (А(ф-у), +-У). 
Из этого равенства и из (11.50) вытекает, что 
2 2 2 2 
4(Аз, у)| < ре и — УГ = 2 (+1). 


1 
1) Ибо для кажлого элемента хо = т - т, имеющего норму, равную еди- 
т 


нице, справедливо неравенство |(Ахо, 10)| < и. 
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Из последнего неравенства, следует, что для произвольных 
элементов 5 и у пространства Н, для которых |5 || = ||| =1, 


(Аз, у)| < м. (11.51) 


Положив в (11.51) у = Ах/||Ат||, получим, что для всех эле- 
ментов 1, для которых |1|| = 1, справедливо неравенство 
(Ах, Ат) /|Ах|| < р, а стало быть, и неравенство ||Ах| < и. 
Тем самым ||А|| < и. Теорема доказана. 

3. Понятие вполне непрерывного оператора. 

Определение. Действующий из Н в Н оператор А назы- 
вается вполне непрерывным, если он отображает, казж- 
дое ограниченное (по норме) множество элементов Н в ком- 
пактное множество. 

Иными словами, оператор А называется вполне непрерыв- 
ным, если для любой последовательности {ти} элементов Н та- 
кой, что |5т»| < С = с0п%, найдется подпоследовательность 
{т,} К =1,2,...) такая, что соответствующая подпоследова- 
тельность {Ати, } сходится по норме Н. 

Напомним, что линейный оператор А является непрерывным 
тогда и только тогда, когда он является ограниченным, т. е. 
тогда и только тогда, когда он всякое ограниченное (по нор- 


ме Н) множество отображает снова в ограниченное. Поскольку 


компактное множество является ограниченным 1), то всякий 
вполне непрерывный оператор является непрерывным. К этому 
следует добавить, что не всякий непрерывный линейный опера- 
тор является вполне непрерывным. Например, тождественный 
оператор Ё вида Ёт = т является непрерывным, но не являет- 
ся вполне непрерывным: достаточно рассмотреть отображение 
ограниченного множества, не являющегося компактным. 

Докажем следующую лемму. 

Лемма. Пусть А — действующий из Н в Н линейный впол- 
не непрерывный оператор. Пусть далее {т} — произвольная по- 
следовательность элементов Н, слабо стодящаяся к элементу то 
и такая, что |т»|| = 1 для всех номеров п. Тогда последова- 
тельность 1 Ать} сходится к элементу Ато по норме Н. 

Доказательство. Так как оператор А является линей- 
ным и вполне непрерывным 7), то, согласно предыдушему пунк- 
ту, существует сопряженный оператор А” и для каждого эле- 
мента т» и произвольного элемента у справедливо равенство 
(Ати, у) = (5, А*у). Из этого равенства и из слабой сходимо- 
сти {тп} к то получаем, что при п -—} со для любого элемента у 


1) См. п. 3581. 


2) А стало быть, и непрерывным. 
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пространства Н (Али, у) —* (50, А*у) = (Ато, у), а это означает, 
что последовательность {ти} слабо сходится к элементу Ал. 

Докажем теперь, что последовалельность {Ахи} сходится 
к 410 и по норме Н. 

Предположим, что {Али} не сходится к Ато по норме Н. 
Тогда найдется = > 0 такое, что для некоторой подпоследоваг 
тельности элементов {тт} (К = 1,2,...) будет справедливо 
неравенство 


|142, — Азо|| > =. (11.517) 


В силу того, что оператор А является вполне непрерывным и 
в силу условия |5»|| = 1 из последовательности {ттш,} можно 


выделить подпоследовательность {7.,} (р = 1,2,...) такую, 
что соответствующая подпоследовательность {Ати,} сходится 


по норме Н. Так как в силу доказанного выше подпоследовал 
тельность {Ати,} слабо сходится к элементу А10, то эта подно- 


следовательность и по норме Н сходится также к элементу Ах. 
Но этому противоречит неравенство (11.51”), справедливое для 
всех номеров тк (и тем более для всех номеров п»). 

Полученное противоречие доказывает лемму. 

Замечание. Доказанная лемма является следствием бо- 
лее общего утверждения: действующий из Н в Н оператор А 
является вполне непрерывным тогда и только тогда, когда он 
любую слабо стодящуюся последовательность {ти} элементов Н 


отображает, в последовательность { Ат}, сходящуюся по нор- 
ме Н. 

Доказательство этого утверждения мы приводить не будем. 

Убедимся теперь в том, что интегральный оператор А, опре- 
деляемый равенством (11.40) (с непрерывным в квадрате 
[а << Ы ха < 3 <Ы ядром К(Ъ 3)) является вполне непре- 
рывным оператором. 

Пусть {5 (®)} — произвольная последовательность элементов 


[2 [а, В], ограниченная по норме Г [а, В], т. е. такая, что для всех 
номеров п 


[а®(В | < С. (11.52) 


Достаточно доказать, что соответствующая последовательность 
функций у„(Р) = Ах„( является равномерно ограниченной и 
равностепенно непрерывной на |а, 6]. (Тогда из этой последова- 
тельности, в силу теоремы Арцела 1.12, можно выделить подпо- 
следовательность, сходящуюся равномерно на, [а, 6] и тем более 


по норме Га, 6]. Из (11.52) и из неравенства Коши-Буняков- 
ского вытекает неравенство 


Ь | 1/2 
у" (8) = | ГК, 3)» (8) 48 < | Г КЦ 3) 48| + [ть], 
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доказывающее равномерную ограниченность последовательно- 


сти {и (®)} на [а, 6] 1). 
Далее заметим, что из непрерывности и вытекающей из нее 
равномерной непрерывности ядра, К ($, 3) на квадрате [а << Вх 


х [а < $ < Ы следует, что для произвольного Е > 0 
найдется 0 > 0 такое, что 
АСИ, 8) —_ К (В, 8) < И (11.53) 


СМ -—а 
при всех $ из [а, 6] и всех Н и из [а, 6] таких, что НН -В|<0. 
Из (11.52) и (11.53) и из неравенства Коши-Буняковского 


получим, что 
Ь 


ув (2) — уп(Н)| < ПК(Ь, 3) — КЦЫ, 3)|. [21 (3) | 48 < 
= Ь 
< ® ® — 
с ры | 45 < т— |5 | ] 48 =е 


при всех Н и из |, ы таких, что |Н —-В| <0. 

Последнее неравенство доказывает равностепенную непре- 
рывность последовательности {[у„(®)} на [а, 6] и в силу сказан- 
ного выше завершает доказательство того, что оператор (11.40) 
является вполне непрерывным. 

4. Существование собственных значений у линейного 
вполне непрерывного самосопряженного оператора. 

Определение. Вещественное число А называется соб- 
ственным значением оператора А, если существует 
ненулевой элемент х пространства Н, удовлетворяющий усло- 
вию Ат = Ах. 

При этом указанный элемент т называется собствен- 
ным элементом оператора А, отвечающим, собственно- 
му значению А. 

Если оператор А является линейным, то из условия, что т 
является собственным элементом А, отвечающим собственному 
значению Л, вытекает, что, каково бы ни было отличное от нуля 
вещественное число с, элемент ах также является собственным 
элементом А, отвечающим собственному значению Л. Поэтому 
все собственные элементы линейного оператора А естественно 
считать нормированными, т. е. удовлетворяющими усло- 
вию ||1т|| = 1. 

Важность понятия собственных элементов заключается в том, 
что действие на них оператора сводится к умножению на, неко- 
торую постоянную ЛА. 


1) Достаточно заметить, что ядро К(Ь $) непрерывно на квадрате [а < 
<: <Ых[а<з3<Ы. 
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Не у каждого оператора А существуют собственные значе- 
ния !). 

Докажем следующую основную теорему. 

Теорема 11.12. У всякого действующего из Н в Н линей- 
ного самосопряженного вполне непрерывного оператора А су- 
ществует хотя бы одно собственное значение А, удовлетво- 
ряющее условию |Л| = ||А]|. Среди всех собственных значений 
оператора А это собственное значение является наибольшим 
по модулю. 

Доказательство. Обозначим через М и т соответствен- 
но точную верхнюю и точную нижнюю грани скалярного произ- 
ведения (Ах, 1) на множестве всех элементов 5х пространства Н, 


удовлетворяющих условию ||1|| = 1, т. е. положим 
М = зир (Ах, хх), т= шР (Ат, т). (11.54) 
[12 |=1 [121 
ЕН ХЕН 


Ради определенности будем рассматривать случай [М] > т 
(случай |М] < |т| рассматривается совершенно аналогично). 

Так как |М| > т|, то М > 0. Докажем, что число А = М 
является собственным значением оператора, А. 

По определению точной верхней грани найдется последова- 
тельность {7%и! элементов Н такая, что (Ать, ти) > Ли |2. || = 
= 1. Так как последовательность {5} ограничена (по норме Н), 
то в силу теоремы о слабой компактности любого ограниченного 
(по норме Н) бесконечного множества найдется подпоследова- 
тельность последовательности {ти}, слабо сходящаяся к некото- 
рому элементу 50 пространства Н. Эту подпоследовательность 


1) Например, интегральный оператор (11.40) при а = 0, 6 = т, К(х, 3) = 
со 
= >`2 "зщ (п + Т)тзшп5 не имеет ни одного собственного значения. 
п=1 
В Ве 2 
самом деле, пусть ф(х) — произвольный элемент Г/^|0, л|, для которого 


ГК(%, з)5($) аз = Аф(т), и пусть {6 } — коэффициенты Фурье в разложе- 
о 


У2зш пх 
я} 


нии фр(т) по полной ортонормированной на [0, л| системе 


Если Л = 0, то из обобщенного равенства, Парсеваля у 2 ПВ, зп м 1)х = 
п=1 
= 0, откуда следует, что все 6, = Ои $(х) = 0. Если же Л 2 0, то из 


равенства | К(х, $)Ф(3) 43 = Аф(х) и из свойств ядра К(х, 8), обеспечива- 
о 

ющих равномерную сходимость ряда Фурье функции ф(тх), мы получим, 

что У. 2 ТБ, зш (п + 1)х = Л У` В, зш пх. Так как Л 2 0, то из последнего 


п=1 п=1 
равенства вытекает, что все В, = и ф(1) = 0. 
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мы перенумеруем заново, т. е. снова обозначим ее через {5}. 
Итак, {ти} слабо сходится к элементу 50 пространства Н. Но 
тогда (в силу леммы из предыдущего пункта) последователь- 
ность {| Ат} сходится к Ато по норме Н. 

Так как оператор А является самосопряженным, то спра- 
ведливо равенство (Ахти, 50) = (тп, Ато), из которого вытекает 
соотношение 


(Ати, тп) — (Ато, то) = (А(ти — 10), (тп + то)). (11.55) 
Применяя неравенство Коши-Буняковского, получим из (11.55) 
|452, 2.) — (Ато, 50) < |5. + 50| : ||Ать — Аз > 0 
(ибо последовательность {Алх„} сходится к Ато по норме Н, 

а || = 1). 
Таким образом, мы доказали, что 
(Ати, хи) —} (Ато, 50). (11.56) 
Из (11.56) и из того, что (Ат, 2») —* А, вытекает, что 
(Ато, 50) = А. (11.57) 


Убедимся теперь в том, что ||10|| = 1. В силу неравенства 
Коши-Буняковского для любого элемента у справедливо нера- 
венство |(52, 9)| < |5.|| : |9|| = |||. Переходя в этом неравен- 
стве к пределу при п -} со и учитывая слабую сходимость {ти } 
к 10, получим, что |(10, у) < ||| (для любого элемента, у). Из 
последнего неравенства, при у = то получим, что ||т%|| < 1. Что- 
бы доказать, что ||10|| = 1, достаточно убедиться в том, что 
предположение о выполнении неравенства 0 < |510 || < 1 ведет к 
противоречию 

Пусть 0 < 20| < 1. Положим 0 = 50/ ||50||. Тогда ||| =1 
и в силу линейности оператора и соотношения (11.57 


1 А 
(Азуо, у) = —— (10, 20) = = > А, 
[20 || [120 || 
а это (в силу того, что А = М) противоречит (11.54). Итак, 
[зо =. 
Докажем теперь, что то — собственный элемент, отвечающий 
собственному значению Л. 
Пользуясь определением нормы элемента, аксиомами ска: 
лярного произведения, равенством (11.57) и определением нор- 
мы оператора, будем иметь 


|450 — Ато ||" — (Ато — Ато, Ато — Ато) — 
= |420? — 2(Ажо, то) + А? [о = | 
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В силу теоремы 11.11 правая (а стало быть, и левая) часть по- 
следнего соотношения равна нулю. Но это и означает, что Ато = 
= Ато, т. е. означает, что то является собственным элементом 
оператора А, отвечающим собственному значению „А. 

В случае |М] < |т| рассуждения аналогичны, но А следует 
положить равным т. 

Нам еще остается доказать, что если существуют другие соб- 
ственные значения, то собственное значение А, удовлетворяющее 
условию |А| = ||4||, является наибольшим среди них по модулю. 
Пусть А! — какое-либо другое собственное значение и 11 — отве- 
чающий ему нормированный собственный элемент. Тогда Алт1 = 
= А151 и, стало быть, (Ахт, 21) = А1. Но при этом из соотноше- 


ния 1) 
[^| = зар |(Ах, +) 

Па ||-=1 

хЕН 
сразу же вытекает, что || > |А1|. Теорема полностью доказана. 

С помощью доказанной теоремы рассмотрим так называемое 

интегральное уравнение Фредгольма второго 
рода, т. е. соотношение 


Ь 
(В = и К(Ь з)т(3) 43, (11.58) 


из которого при заданном ядре К ($, $) определяется отличная 
от тождественного нуля функция 5(®) и те значения числового 
параметра и, при которых такая функция существует. Те значе- 
ния числового параметра и, для которых существуют неравные 
тождественному нулю решения :1({) интегрального уравнения 
(11.58), называются собственными значениями этого 
уравнения. При этом каждое отвечающее данному собственно- 
му значению ненулевое решение уравнения (11.58) называется 
собственной функцией этого уравнения. 

Величины, обратные собственным значениям интегрального 
уравнения (11.58), принято называть характеристичес- 
кими числами этого уравнения. 

Очевидно, если ввести в рассмотрение интегральный опера- 
тор А, определяемый равенством (11.40), то собственные значе- 
ния этого оператора А являются характеристическими числами 
интегрального уравнения (11.58), а отвечающие этим собствен- 
ным значениям собственные элементы оператора А являются 
собственными функциями интегрального уравнения (11.58). 


В пп. 1-3 доказано, что если ядро К (ф 3) непрерывно в ква- 
драте [а <& < 6] ха < 3 < Ы[ и симметрично, то оператор (11.40) 
является линейным самосопряженным и вполне непрерывным. 


1) Это соотношение вытекает из (11.54) и из того, что А = М при |М| > т 
и А=т при |М| < т. 


14 В.А. Ильин и Ъ. Г. Позняк, часть П 
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По теореме 11.12 интегральное уравнение (11.58) с таким 
ядром К(ф 3) имеет хотя бы одно характеристическое число. 
Чтобы указанное интегральное уравнение имело хотя бы одно 
собственное значение, следует потребовать, чтобы оно 
имело хотя бы одно отличное от нуля характеристичес- 
кое число, для чего к требованиям непрерывности и симметрич- 
ности ядра А (ф $) следует присоединить условие необрашения 


ядра, К (1, 3) в тождественный нуль !). 

Итак, мы приходим к следующему фундаментальному утвер- 
ж дению: если ядро К(Ё 3) интегрального уравнения Фоед- 
гольма второго рода (11.58) непрерывно в квадрате |а << Вх 
ха < 3 <, симметрично и не равно тождественно нулю, то 
это уравнение имеет хотя бы одно собственное значение. 

Замечание. Можно было бы доказать, что сформули- 
рованное утверждение справедливо и при замене требования 
непрерывности ядра К ($, 3) на квадрате |а << ха< < 
более слабым требованием существования конечного интеграла 


ЬЬ 
ГГК(®, з) аз. 


(Достаточно убедиться, что при выполнении этого более сла- 
бого требования интегральный оператор (11.40), действующий 
из [2[а, В] в Г (а, В], продолжает оставаться вполне непрерыв- 
ным). 

5. Основные свойства собственных значений и соб- 
ственных элементов линейного вполне непрерывного са- 
мосопряженного оператора. В заключение выясним основ- 
ные свойства собственных значений и собственных элементов 
произвольного действующего из Н в Н линейного вполне непре- 
рывного самосопряженного оператора. 

1°. Собственные элементы т1 и 2, отвечающие двум ра з- 
личным собственным значениям Ат и А2, ортогональны. 


1) Условие необращения непрерывного ядра К ( $) в тождественный нуль 
является необходимым н достаточным условием существования у интег- 
рального оператора А, определяемого равенством (11.40), ненулевых 


собственных значений. В самом деле, в силу теоремы 11.12 ||А|| = А, где ^— 
наибольшее по модулю собственное значение оператора А, так что достал 
точно доказать, что ||А|| = 0 тогда и только тогда, когда К\(ф, 3) не равно 


тождественно нулю. Если К(Ь 3) = 0, то ясно, что ||А|| = 0. Если же, нао- 
борот, ||А|| = 0, то оператор А, определяемый равенством (11.40), отобра- 
жает в нулевой элемент все ненулевые элементы пространства, Г? [а, 6] и, в 
частности, отображает в тождественный нуль все элементы {т„(#)} какой- 


либо полной ортонормированной системы в Г? [а, 8]. Но это и означает 
что К(Ь 3) =0. 
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В самом деле, на основании свойств скалярного произведе- 
ния, равенств 451 = А!111, Арто = А112 и свойства самосопря- 
женности оператора А, получим 


(Л! — 2) (521 — 22) = (Литл, 22) — (71, А2т2) = 
= (Азт, 12) — (21, Ал2) = 0. 


Так как А! = Л2, то из полученного равенства следует, что 
(тт, т) = 0. 

2°. Одному и тому же собственному значению А может отве- 
чать несколько собственных элементов оператора А. Докажем, 
однако, что любому ненулевому собственному значению 
А может отвечать лишь конечное число линейно незави- 
симыхт собственных элементов 

Предположим, что некоторому Л = 0 отвечает бесконечное 
число линейно независимых собственных элементов. Произво- 
дя процесс ортогонализации и нормировки этих элементов, мы 
получим бесконечную ортонормированную систему элементов 
{ти} пространства Н, каждый из которых является собствен- 
ным элементом оператора А, отвечающим собственному значе- 
нию Л т 0. Так как для любого элемента, у пространства Н спра- 


со 
ведливо неравенство Бесселя У` (хи, у)? < |у|^, то Ша (2, у) = 
и п со 
= 0 = (0, у), т. е. последовательность собственных элементов 
{ти } слабо сходится к нулевому элементу 0. Но при этом из усло- 
вия вполне непрерывности оператора А и из леммы п. 3 выте- 
кает, что соответствующая последовательность {Али} сходится 
по норме Н к элементу АО = 0. В силу соотношения Ат = Ахп 
мы получим, что |А| = ||Ах.|| 0 (при п -» с5), а это означает, 
что |А| = 0 и противоречит условию А = 0. Полученное проти- 
воречие и доказывает, что каждому Л = 0 может отвечать лишь 
конечное число собственных элементов. 

Проведенные нами рассуждения показывают также, что все 
собственные элементы (как отвечающие одному и тому же соб- 
ственному значению Л, так и отвечающие различным А) можно 
считать попарно ортогональными (и имеющими нормы, рав- 
ные единице). 

3°. Докажем теперь, что если оператор А имеет бесконеч- 
но много собственных значений, то любая выделенная из соб- 
ственных значений последовательность {Ап} является беско- 
нечно малой. 


1) Нулевому собственному значению Л = 0 может отвечать и бесконеч- 
ное число собственных элементов. Например, у интегрального оператора 
(11.40) с ядром К(Ь 3), тождественно равным нулю, каждый элемент ка- 


кой-либо ортонормированной системы {т„(Ё)} элементов Г?[а, В] является 
собственным элементом, отвечающим собственному значению Л = 0. 
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Пусть {А» } — любая последовательность собственных значе- 
ний, {ти} — соответствующая последовательность собственных 
элементов, которую мы (в силу рассуждений, проведенных при 
доказательстве свойства, 2°) можем считать ортонормированной. 
Записывая для любого элемента у пространства Н неравенство 
Бесселя по системе {х„\!, мы убедимся, что последовательность 
{ти} слабо сходится к нулевому элементу. Так как оператор А 
является вполне непрерывным, то из леммы п. 3 вытекает, что 
последовательность 1 Ати } сходится к нулевому элементу по нор- 
ме Н. Но тогда равенство Ах, = Аихи влечет за, собой соотно- 
шение 


[А = |452. 0 (при п -* с5). 


Доказанное свойство позволяет утверждать, что собствен- 
ные значения линейного вполне непрерывного самосопряженно- 
го оператора, кроме точки нуль, не имеют на числовой оси дру- 
гих предельных точек !). 

Это означает, что все собственные значения можно зануме- 
ровать в порядке невозрастания ит модулей, так что будут 
справедливы неравенства 


|^1| > |А2| 2 [А3| 2...2 № 2..., 


причем |А„| — 0 при п -— со. 

В частности, все установленные нами свойства справедливы 
для собственных функций и характеристических чисел интег- 
рального уравнения Фредгольма второго рода (11.58) с непре- 
рывным на квадрате [а <# < ё|х [а < 3 < & и симметричным 
ядром К ($, 3). 


1) Для любого = > 0 вне интервала (—=, =) может лежать лишь конечное 
число собственных значений. 


ГЛАВА 12 
ОСНОВЫ ТЕОРИИ КРИВЫХ И ПОВЕРХНОСТЕЙ 


В этой главе будут изложены важные для приложений све- 
дения о кривых и поверхностях. 


$ 1. Векторные функции 


1. Понятие векторной функции !). Введем понятие век- 
торной функции т переменных. 

Если каждой точке М из множества {М} точек т-мер- 
ного евклидова пространства Е" ставится в соответствие 


по ‘известному закону некоторый вектор т 2), то говорят, 
что на множестве {М} задана векторная функция т =т(М). 
При этом множество { М} называется областью задания 
функции тг = г(М). Если р = т, то, как и в случае т = 2 или 
т, = 3 (см. п. 18 2 гл. 6), говорят, что на множестве { М} задано 
векторное поле, определяемое векторной функцией т(М). 
Вектор г(М), соответствующий данной точке М из множе- 


ства {М}, будем называть частным значением век- 
торной функции в точке М. Совокупность всех част- 
ных значений функции Г(М) называется множеством зна- 
чений этой функции. 

Если {М } — множество точек на данной прямой и {и} — мно- 
жество координат этих точек, то векторная функция т(М) мо- 
жет, очевидно, рассматриваться как векторная функция одной 
скалярной переменной и: 


в =т(и). 


Если же {М} — множество точек т-мерного пространства и 


(ит, №2, ... , ит) — координаты точки М, то т(М) представляет 
собой векторную функцию скалярных аргументов 1, (2, ..., Мю: 


г — т (ит, 112, ..., ит). 


1) Некоторые сведения о векторных функциях были даны в п. 6 $ 1 гл. 5 
вып. 1 этого курса. 

2) Вектор г принадлежит, вообше говоря, р-мерному евклидову простран- 
ству ЕР, поэтому определяется р координатами 71, Г2, ..., Тр. 
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Замечание. Пусть {71, 72, ..., Гр} — координаты вектора 
т(М). Очевидно, задание векторной функции т( М) эквивалент- 
но заданию р скалярных функций 71 (М), г2(М), ... ‚ тр(М). 

Пусть векторы т(М) принадлежат евклидову пространству 
ЕР. Будем считать, что начала всех этих векторов совпадают 
с началом выбранной в Ё?” декартовой системы координат. В 
этом случае точечное множество концов векторов т(М) называ- 
ют годографом функции т (М). Годограф векторной функ- 
ции одной скалярной переменной представляет собой, вообще го- 
воря, линию. Годографом векторной функции двух переменных 
будет поверхность. 

2. Предельное значение векторной функции. Непре- 
рывность. В полной аналогии с обычными функциями для век- 
торных функций вводятся понятия предельного значения и не- 
прерывности. 

Предварительно введем понятия сходящейся последователь- 
ности и предела, последовательности векторов. 

Последовательность {аи} называется сходящейся к 
вектору а, если для любого = > 0 можно указать такой номер М, 


что при п > М выполняется неравенство ') 
|, — а| < =. 
При этом вектор а называется пределом последователь- 
ности {ат}. 
Символически существование предела а последовательности 
а»! записывается следующим образом: 


Пи ап = а. 
оо 


Замечание. Если {а1п, 42, ..., ати 91, а2, ..., ар} — 
соответственно координаты векторов ап и а, то из сходимо- 
сти последовательности {аи} к а вытекает сходимость число- 
вых последовательностей {а1п}, {а2п}, ..., {ап} соответствен- 
но к числам ат, а2,..., ар. Отметим также, что из сходимости 
указанных числовых последовательностей соответственно к чис- 
лам @1, а2,... ‚ ар следует сходимость последовательности {аи } 
векторов с координатами {а1п, а2п, ..., арт} К вектору а с коор- 


динатами {а1, а2,..., ар}. Справедливость замечания вытекает 


из следующих очевидных неравенств 2): 
| — @к| < |ап —а| < ап — а1 | + |422 -— а2| +... + |@ — 41|. 
Рассмотрим векторную функцию т = г(М), определенную 
на множестве { М} точек т-мерного евклидова пространства, и 


1) Модулем |а| вектора а с координатами {ал, а2,..., ар} называется 


число \/а1 + а5 +... +а2. 


2) Вектор а» — а имеет координаты {ал — ал, а2п — а2, ..., арп — ар}. 


ет ВЕКТОРНЫЕ ФУНКЦИИ 423 


точку А, быть может, и не принадлежащую множеству {М}, 
но обладающую тем свойством, что в любой окрестности этой 
точки содержится хотя бы одна точка множества {1 М }, отличная 
от А 


Определение 1. Вектор 6 называется предельным 
значением векторной функции т(М) в точке А (или пре 


делом Т(М) при М > А), если для любой стодящейся к А 
последовательности Му, Мо,... ‚ Мь,... точек множества 4 М }, 
элементы М», которой отличны от А Г) (М, # А), соответ- 
ствующая последовательность т(М1), т(М2), ..., т(Мрь), 
значений функции т(М) сходится к вектору 6. 


Для обозначения предельного значения 6 функции т =т(М) 
в точке А используется следующая символика: 


Пт г(М) =6б или 1 (91, 12,..., Чт) Е 6 
МА ( ) ила ( 1, 92; у т) у 
и2—а52 
ит —@т 
где а1, а2,..., ат — координаты точки А. 


Мы не будем приводить определения предельного значения 
векторной функции на языке «Е — д», не будем приводить его 
и для случая, когда точка М стремится к бесконечности. Эти 
определения формулируются в полной аналогии с соответст- 
вующими определениями для скалярных функций. 

Пусть точка А принадлежит к области задания векторной 
функции г = г(М) и любая окрестность этой точки содержит 
отличные от А точки области задания функции. 

Определение 2. Векторная функция т = т(М) называется 
непрерывной в точке А, если предельное значение этой функ- 
ции в точке А существует и равно частному значению Т(А). 


Векторная функция г = г(М) называется непрерывной на 
множестве {1 М }, если она непрерывна в каждой точке этого мно- 
жества. 

3. Производная векторной функции. В $ 1 гл. 5 вып. 1 
этого курса говорилось о производной векторной функции одной 
скалярной переменной. Для удобства, еще раз сформулируем это 
понятие. 

Пусть г = г(и) — векторная функция скалярной переменной 
и. Зафиксируем значение и аргумента и придадим аргументу и 
такое произвольное приращение Ди * 0, что величина и + Ац 
принадлежит области задания функции. Рассмотрим вектор 


Дт = тг(и + Ди) — г(и). 


1) Это требование объясняется, в частности, тем, что функция г(М) мо- 
жет быть не определена в точке А. 
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На рис. 12.1 этот вектор совпадает с вектором МР. Умножив 
вектор Аг на число 1/Ац, мы получим новый вектор 


Дт 1 
л = и т(и + Ди) —т(ц)], (12.1) 
коллинеарный прежнему. Вектор (12.1) представляет собой сред- 
нюю скорость изменения векторной функции на сегменте [и, и- 
+ Ди. 
Производной векторной функции т = т(и) в данной 
фиксированной точке и называется предел при Аи -$ 0 раз- 
ностного отношения (12.1) (при 


условии, что предел существует). 
Производная векторной функции 


/ ат 
обозначается символом т" (и) или =. 
(Г 


Из геометрических соображе- 

ний Г) видно, что производная век- 

Рис. 121 торной функции г = г(и) представ- 

ляет собой вектор, касательный к го- 

дографу этой функции. Выясним связь производной вектор- 

ной функции с производными ее координат. Для простоты 

ограничимся случаем, когда значения Г(и) векторной функции 

представляют собой векторы трехмерного пространства. Пусть 

4% (и), у(и), =(и)} — координаты векторной функции тг(и). Оче- 
видно, координаты разностного отношения (12.1) равны 


т(и - Ди) — т(и) у(и + Ач) — у(и) #(и + Ди) — 2(и) 
Ди Ди Ди | 
Согласно замечанию п. 2 этого параграфа, координаты про- 
изводной Т’(и) равны производным х’(и), И (м), 2’ (и) коорди- 
нат функции т(и). Поэтому вычисление производной векторной 
функции сводится к вычислению производных ее координат. 

Замечание 1. Векторная функция Г(и) представляет со- 
бой закон движения материальной точки по годографу [Ё этой 
функции, если при этом переменную и рассматривать как вре- 
мя. Поэтому производная т (и) равна скорости движения точки 
по кривой [.. 

Замечание 2. Отметим, что правила дифференцирова- 
ния различных произведений векторных функций (скалярного, 
векторного, смешанного) идентичны правилам дифференциро- 
вания произведений обычных функций. Это вытекает из того, 
что координаты производной векторной функции равны произ- 
водным координат самой функции и из выражения указанных 
произведений через координаты сомножителей. 


1) Эти соображения подтверждаются утверждением в п. 2 $ 2 этой главы. 
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Приведем правила дифференцирования произведений век- 
торных функций: 


{т(и)з(и)} = г (и)з(и) + т(и)з (и), 
{[(и)з(и)]} = [№ (м) (и)] + [г(и)з (м)], 
{т(и)з(и) Ки) = т (и) (ии) + т(и)з (и) Ки) + т(и)з (и) (и). 


Перейдем теперь к вопросу о дифференцировании вектор- 
ных функций нескольких скалярных переменных. Так как в даль- 
нейшем нами будут использоваться векторные функции двух 
скалярных переменных ци и %, то мы ограничимся лишь этим 
случаем. 

Пусть векторная функция г = т(и, 9) задана в некоторой 
окрестности (С точки Мо(ио, %0) (рис. 12.2). Рассмотрим в плос- 
кости ио некоторое направление, определяемое единичным век- 
тором а с координатами соза, зша. 
Проведем через точку Мо ось [, направ- в 
ление которой совпадает с направлени- 
ем вектора, а, возьмем на этой оси точки 
М (и, °) и обозначим через [ величину 


„ 410 
направленного отрезка Мо М указанной 
оси. Координаты (и, и) точки М опре- 
деляются равенствами 
. | 
и = цо + [с08а, 9 = 90 + зша. ид > 
На указанной оси [Г (функция г = Рис 122 


= т(и, и), очевидно, является вектор- 

ной функцией одной переменной величины [. Ёсли эта функция 
имеет в точке [Г = 0 производную по переменной [, то эта 
производная называется производной по направле- 
нию Гот функции т =т(и, 5) в точке Мо(ио, 50) и обознача- 


г 
ется символом ЭТ: 


Замечание 3. Если направление { совпадает с направле- 
нием координатной оси и (оси %) (на рис. 12.2 эти направления 


указаны штриховыми линиями), то соответствующая производ- 

ная по направлению называется частной производной вектор- 

От 

до 
От 

или п, }. Если частная производная 5" Определена во всех точ- 
(Г 

ках некоторой окрестности точки М(и, %), то она представляет 

собой в этой окрестности векторную функцию. Эта функция мо- 

жет иметь в свою очередь частную производную, например, по 


аргументу ци. Естественно эту частную производную называть 
2 


второй частной производной по аргументу и и обозначать — 


. дт 
ной функции т(и, %) и обозначается символом 57 ИЛИ Ги 
(Г 
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(или Ги). Аналогично определяются другие частные производ- 
ные различных порядков. 

Геометрический смысл производной по направлению выяс- 
няется из следующих рассуждений. Годографом векторной функ- 
ции г = т(и, и) будет, вообще говоря, поверхность 5 (рис. 12.3). 
Когда точка М (и, ®) перемещается по оси [, то конец Р векто- 


ра т (и, о) описывает на поверхности 5 линию [,, которая может 
рассматриваться как годограф векторной функции одной пере- 


В г 
менной [. Поэтому производная эт 10 направлению [ представ- 


ляет собой вектор, касательный к Ё в точке №. 

Если направление [ совпадает с направлением координатной 
оси и, то при перемещении точки М по соответствующей оси, 
проходящей через Мо, конец вектора т(и, 9) описывает 
на поверхности © линию, называемую координатной линией и 
(на рис. 12.3 обозначена штриховой линией). Таким образом, 


Рис. 12.3 


дт ., 
частная производная ри представляет собой вектор, касатель- 
(7) 


., ., дт 
ный к координатной линии и. Частная производная 9 представ- 
О 


ляет собой вектор, касательный к координатной линии %. 


4. Лифференцируемость векторной функции. Будем 
называть приращением (или полным прираще- 


нием) векторной функции г = т(и, 9) в точке М(и, ®) (со- 
ответствующим приращениям Аци Ау аргументов) следующее 
выражение: 


Дт = т(и + Ач, и-+ Ду) —г(ц, 5). 


Векторная функция т = т(и, 9) называется дифферен- 


цируемой в точке М(и, 5), если ее полное приращение в 
этой точке может быть представлено в виде 


Дт = аДи- 6 Ду + аДи + ВДу, (12.2) 


$1 ВЕКТОРНЫЕ ФУНКЦИИ 4.27 


где а и 6 — некоторые не зависящие от Ац и Ду векторы, а а 
и В — бесконечно малые при Ди —} Ои Ду -У 0 векторные функ- 
ции Г), равные нулю при Ди = До = 0 2). 

Замечание 1. Если векторная функция Г = г(и, %) диф- 
ференцируема в точке М (и, %), то, очевидно, векторы а и 6 рав- 


г _ д .. 
ны соответственно частным производным = и 5„ в данной точке. 
4 у) 
Замечание 2. Пусть векторная функция г = г(ч, 5) 


дифференцируема в точке М(и, и) и [— некоторая ось, прохо- 
дящая через М в плоскости и и составляющая угол а с осью и. 


Тогда производная о по направлению [ существует и может 
быть найдена по формуле 
0" О" сова + 2" зта. (12.3) 
О ди до 


В самом деле, для направления [ имеем Аи = [соза, Ах = [зша 
(рис. 12.4). Подставляя эти значения Ац и Ду в соотношение 


(12.2) и используя соотношение 


дт ]; Ат 7 

— = 1 — убедимся в справед- р 

О [50 [ 

ливости формулы (12.3). во | — (и+Ли, о Ао) 


Замечание 3. Мы убеди- 
лись, что в случае длифференци- 
руемости функции г = т(и, 9) 
справедлива формула (12.3). Из 
этой формулы следует, что все 


г 
векторы =, расположены в плос- 


дт. дт. Рис. 12.4 
кости векторов — и —. Плос- 

ди до 
кость, проходящую через точку годографа функции Г(и, %), от- 
вечающую точке М(и, %), и параллельную векторам ры и о 


естественно назвать касательной плоскостью к по- 
верхности 5, представляющей собой годограф. На, рис. 12.3 плос- 
кость дл представляет собой касательную плоскость к поверхно- 
сти © в точке В. 

5. Формула Тейлора для векторных функций. Фор- 
мула Тейлора для функции т = т(и, 9) с центром разложения 


1) Векторная функция (Ди, До) называется бесконечно малой, если ее 
предел при Ац — Ди Ду - 0 равен нулю (нулевому вектору). 

2) Мы не приводим определение дифференцируемости векторной функ- 
ции одной скалярной переменной. Оно может быть сформулировано в пол- 
ной аналогии с соответствующим определением для скалярных функций 
одной переменной. 
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в точке М(и, %) и с остаточным членом в форме Пеано имеет 
следующий вид: 


дт(и, 5) дт(и, 5) 
ди Аи О% о т 


1 0°т(и, о) 2 О?т(и, ®) д°т(и, ©) и) 
ы ди? Аи + ди до иль +7 Оу? ^#) + 


1 [д”т(ы, 5) п. и д”т(и, 5) п—1 Пт(и, 5) п 
ы Оит Аи и" там Ао-.. +7 Оуп Ау )+ 


+ В,(Ди, Ао), (12.4) 


т (и + Ач, + До) =т(и, о) + 


где остаточный член В„(ДАч, Ду) представляет собой вектор, по- 


рядок малости которого выше чем р" (р = УДи? + Ау? 1). 

В справедливости формулы (12.4) можно убедиться, пред- 
ставляя каждую из координат вектора т(и, %) по формуле Тей- 
лора с остаточным членом в форме Пеано и записывая затем 
выражение для Г(и + Ди, о + Ау) с помощью разложения по 
базисным векторам (коэффициентами разложения и будут ко- 
ординаты этого вектора). 

6. Интегралы от векторных функций. Мы уже отмеча- 
ли, что векторная функция определяется своими координатами, 
которые представляют собой скалярные функции. Это позволя- 
ет перенести на случай векторных функций операцию интегри- 
рования. 

Пусть, например, векторная функция Г(и) задана на сегмен- 
те [а, 6], и пусть ее координаты 71 (м), г2(и), тз(и) представля- 
ют собой интегрируемые на сегменте [а, 6  рункции, Если е1, 
е2, ез — базисные векторы, то естественно положить по опреде- 
лению 


Ь Ь Ь 
[т(и) 4и =е1 | т1(и) аи + е2 | т2(и,) аи - ез | тз(и 


а, 


Отметим, что интеграл для функции (и) может быть определен 
и непосредственно, как предел интегральных сумм для функ- 
ции (м). 

В полной аналогии с рассмотренным случаем могут быть 
введены и кратные интегралы от векторных функций. Заметим, 
что основные формулы и правила интегрирования скалярных 
функций могут быть перенесены на случай интегралов от век- 
торных функций. 


1) Порядок малости вектора определяется как порядок малости его мо- 
дуля. 
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$ 2. Некоторые сведения из теории кривых 


1. Регулярные кривые. В $ 1 гл. 11 вып. 1 этого курса, го- 
ворилось о понятии кривой и о способах ее задания. Одним из 
способов задания кривой был указан параметрический способ, 
заключающийся в том, что координаты переменной точки кри- 
вой задаются как функции скалярной переменной — параметра. 
Считая эти координаты координатами вектора, ведущего из на- 
чала координат в точку кривой, мы получим векторную функ- 
цию, годографом которой является данная кривая. Таким обра- 
зом, мы можем задавать кривую при помощи векторной функ- 
ции одной скалярной переменной, и этот способ равнозначен па: 
раметрическому способу задания кривой. 

Пусть кривая /[, задается посредством векторной функции т = 
=т(® ). Допустим, что параметр # с помощью соотношения # = 
= Л(и), где (и) — строго возрастающая и непрерывная функция, 
заменяется другим параметром и. При этом функция т = г(Р 
превращается в новую функцию Г = Т(}(и)) параметра и. 
Таким образом, можно получить различные параметризации од- 
ной и той же кривой. 

Будем называть кривую Г регулярной (Ё раз диффе- 
ренцируемой) без особых точек, если эта кривая допускает та- 
кую параметризацию с помошью параметра, $, что векторная 
функция т = г(® для некоторого целого К > 1 Ё раз дифферен- 
цируема и т’'(#) 2 0 для всех значений параметра $. При Ё = 1 
кривая называется гладкой. 

В этой главе мы будем рассматривать регулярные кривые 
без особых точек и те параметризации этих кривых, для кото- 
рых Г’ (Ё) = 0. 

2. Касательная к кривой. Пусть [, — кривая и Р — фикси- 
рованная точка, на ней (рис. 12.5). Проведем хорду РМ кривой. 


Прямая РО, к которой стремится хорда РМ 2) при М - Р, 
называется касательной к Ё в точке Р. 

Справедливо следующее утверждение. 

Гладкая кривая Г, без особых точек имеет в каждой точке Р 
касательную. 

Докажем, что касательной будет прямая РО, проходящая че- 
рез точку Р параллельно вектору т’(#) (напомним, что г’ (#) = 0). 


В самом деле, вектор т параллелен хорде РМ (см. рис. 12.5) и 


при А -} 0 стремится к г’(К. Отсюда вытекает, что угол между 


1) Векторная функция 1 = г(Ё) называется обычно радиусо м-век- 
тором кривой [.. 


2) Будем говорить, что прямая РМ стремится к прямой РО при М > Р, 
если угол между этими прямыми стремится к нулю. 
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прямой РМ и прямой РО стремится к нулю при М -} Р. Поэто- 
му прямая РО является касательной к кривой [.. Утверждение 
доказано. 


Рис. 12.5 Рис. 12.6 


Выведем векторное уравнение касательной к кривой [/, в точ- 
ке Р. Пусть 7 — радиус-вектор переменной точки (С) на касатель- 
ной в точке Р. Вектор РО = В-т(® коллинеарен вектору т’ (1), 


и поэтому В -т(Ё) = ит' (В. Отсюда мы получаем искомое урав- 
нение касательной 


В=т(Ю + ит (6, (12.5) 


в котором роль параметра играет величина ци, а #— фиксиро- 
ванное значение параметра на кривой [,, определяющее точку Р. 

3. Соприкасающаяся плоскость кривой. Пусть РО— 
касательная в точке Р к кривой Г, (рис. 12.6). Через касательную 
РО и точку М кривой проведем плоскость РОМ. Плоскость т, 


к которой стремится плоскость РОМ !) при М - Р, называ- 
ется соприкасающейся плоскостью к кривой Г, 
в точке Р. 

Справедливо следующее утверждение. 

Регулярная (по крайней мере дважды дифференцируемая) кри- 
вая [ без особых точек имеет соприкасающуюся плоскость в 
карюдой точке, в которой векторы т' (ТР) ит" (Е) не коллинеарны. 

Докажем, что соприкасающейся плоскостью будет плос- 
кость д, проходящая через касательную РО параллельно век- 
тору т”"(#). Очевидно, вектор 


п = г (Втг" (8 (12.6) 
будет вектором нормали к плоскости т, а вектор 
т, = "(Ат Дт = г(Е+ АВ — г(®, (12.7) 


1) Будем говорить, что плоскость РОМ стремится к плоскости л при 
М -— Р, если угол между этими плоскостями стремится к нулю. 
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(см. рис. 12.6) будет вектором нормали к плоскости РОМ. Так 
как кривая [, дважды дифференцируема, то по формуле Тейлора, 


Дт = г’ (ИДЕ+ "(АЕ +а. ДР, (12.8) 


где сх — бесконечно малая при Д} -} 0 векторная функция. Из 
формул (12.6)-(12.8) вытекает, что 


т, = "(т (+2 (а = п-+ В, (12.9) 


где В = 2т'(Ра]| — бесконечно малая при ДЁ -+ 0 векторная 
функция. Из соотношения (12.9) следует, что при М -} Р век- 
тор п® стремится к п, а следовательно, стремится к нулю и 
угол ф между плоскостями РОМ и т. Поэтому плоскость п 
является соприкасающейся плоскостью к кривой в точке Р. 
Утверждение доказано. 

Выведем векторное уравнение соприкасающейся плоскости. 
Пусть Я — радиус-вектор переменной точки 5 этой плоскости. 


Векторы Р5 = В -т(®, т'(® ит" (#) параллельны соприкасаю- 
шейся плоскости и поэтому В — т(В) = ит (В) + от" (®. Отсюда 
мы получаем искомое уравнение соприкасающейся плоскости 


В =г(В + иг (© + от" (©, (12.10) 


в котором и и о — аргументы векторной функции А, а {— фик- 
сированное значение параметра на кривой Г, определяющее 
точку Р. 

Получим уравнение соприкасающейся плоскости в другой 
форме. Так как векторы В — г(®, т'(#), г'(®) компланарны, то 
вектор В, удовлетворяет следующему уравнению: 


(в -т(®)т т” (©) = 0. (12.11) 


Если Х, У, 2 — координаты вектора В (координаты переменной 
точки 5 плоскости п), а х(®, у(®, 2(Р) — координаты вектора 
т (+), то в координатной форме уравнение (12.11) запишется сле- 
дующим образом: 


Х-т( У-УЮ П-2( 
2’ (1) у’ (Е) (В | =0. (12.12) 
2” (1) у (8 2 (В 


Уравнение (12.12), очевидно, представляет собой уравнение со- 
прикасающейся плоскости. 

Замечание. Соприкасающаяся плоскость определена, на- 
ми геометрически с помошью предельного перехода, и поэтому 
в случае ее существования она, будет единственна. Отсюда и из 
доказанного в этом пункте утверждения вытекает, что если в 
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данной точке л кривой существует соприкасающаяся плоскость, 
то при любой параметризации кривой вектор т" (Р) параллелен 
этой плоскости. Если рассматривать параметр & как время, 
то Г”(Р) будет вектором ускорения при дви- 
жении точки по кривой [, по закону т(®. Та- 
ким образом, при любом способе движения по 
кривой вектор ускорения в данной точке рас- 
положен в соприкасающейся плоскости кри- 
вой в этой точке. Поэтому соприкасающуюся 
плоскость называют также плоскостью уско- 
рени4. 

Прямая, проходящая через точку Р кри- 
вой [, перпендикулярно касательной в этой 
точке, называется нормалью. Нормаль, рас- 
положенная в соприкасающейся плоскости, 


Рис. 12.7 называется главной нормалью кри- 
вой, а нормаль, перпендикулярная соприка- 
сающейся плоскости, — бинормалью кривой. Вывод урав- 


нений этих прямых предоставляется читателю. 

4. Кривизна кривой. Пусть Р — произвольная фиксиро- 
ванная точка, регулярной кривой Г, без особых точек и М — точ- 
ка этой кривой, отличная от Р. Обозначим через ф угол между 


касательными в точках Р и М, а через [— длину дуги РМ "!) 
(рис. 12.7). 

Кривизной _| кривой [, в точке Р называется предел 
отношения ф/[ при [ -$ 0 (т. е. при М > Р). 

Справедливо следующее утверждение. 

Регулярная (дважды дифферениируемая) кривая Г, без осо- 
бых точек имеет в каэюдой точке определенную кривизну Ёт. 

Перейдем к доказательству этого утверждения. Пусть точки 
Ри М кривой отвечают соответственно значениям фи {+ Дф 
параметра. 

Вычислим зшф и [. Так как кривая Г, регулярна, то т’(®) #0 
в любой точке Г, и поэтому 

— № (г +45] 


зшф = О ТВ (12.13) 


НЕА 
[= [Г (т) ат = "(где = (Е Дь = (12.14) 
Г 


где д 0 при ДЁ- 0. 

Отметим, что при преобразованиях выражения для [ мы вос- 
пользовались формулой среднего значения для интеграла и не- 
прерывностью функции Г’(®. 


1) Так как кривая Г, регулярна, то любая ее дуга РМ спрямляема. 
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Преобразуем выражение (12.13) для зш фр. По формуле Тей- 
лора 


РЕН АВ =г (В +т'(АЕ+ аДь а& $0 при ДЕ-0. 


С помощью этой формулы выражение (12.13) для зшф прини- 
мает следующий вид: 


т ШО] +В 
зшф = ОР ДУ, (12.15) 


где в Оби > 0 при ДЕ-$ 0. 
Обращаясь к формулам (12.14) и (12.15) и используя при 
ф = 0 тождество 


ф_ ф и ф 
[ зшф [ 


(при ф = 0 отношение ь равно нулю), получим 


фо Ф Шаг @] +в (12.16) 
[ зшр (З+ь ’ 


где б и и стремятся к нулю при Д -У 0. Так как ф -} О при ДЕ- 
— 0, то и — 1 при Д$ -} 0. Поэтому из соотношения (12.16) 
следует, что при А -» 0, т. е. при М - Р, предел : существует 
[и (В)т” (#)]| 
(ВВ 
Итак, при условиях утверждения кривизна А1 существует и 
может быть найдена по формуле 


и равен . Утверждение доказано. 


0" 
=. 12.17 
"ОВ ат 


Замечание. Если в качестве параметра, на кривой выбра- 
на длина дуги [, так что г = т([), то |г’([]| = Ти вектор т" (Г) 
ортогонален вектору г'(1) '). В этом случае, очевидно, формула 
(12.17) примет следующий вид: 


в = "(0 (12.18) 


1) Если длина дуги является параметром, то из формулы ДР = 
| 
= | г'(т)| ат в силу произвольности [Г и Д| следует, что |" (0| = Тв 
р 


любой точке кривой. Дифференцируя соотношение т’?([) = 1, получим 
2 (рт” (Г) = 0, т. е. вектор т” (Г) ортогонален вектору т’ (1. 


434 ОСНОВЫ ТЕОРИИ КРИВЫХ И ПОВЕРХНОСТЕЙ ГЛ. 12 


5. Кручение кривой. Пусть Р — произвольная фиксиро- 
ванная точка, регулярной кривой Г, без особых точек и М — точ- 
ка этой кривой, отличная от Р. Обозначим через ф угол между 
соприкасающимися плоскостями в точках Р и М, а через [ 
длину дуги РМ. 

бсолютным кручением |К2| кривой Г в точке Р 


называется предел отношения ‹ф/]| при [ -} 0 (т. е. при М —Р). 

Справедливо следующее утверждение. 

Регулярная (трижды дифференицируемая) кривая Ё, без осо- 
бых точек имеет в каэюдой точке, где кривизна отлична от 
нуля, определенное абсолютное кручение. 

Перейдем к доказательству этого утверждения. 

Пусть точки Ри М кривой Г[, отвечают соответственно знал 


чениям фи {- А? параметра. Нормали к соприкасающимся плос- 


костям в Ри М определяются векторами [три пт"м 0. 


По формуле Тейлора с учетом равенства, [г] = 0 получим 


[м = тр + (тт) рАЕ+ аДЕ= 
[тр + [тт"рАф+ аДдь (12.19) 


где а — 0 при ДЕ - 0. 
Для вычисления предела ф/[ при [Г -} 0 нам понадобится 
значение синуса, угла ф между нормалями к соприкасающимся 


плоскостям в точках Ри М. Для этой цели найдем модуль век- 


торного произведения ['т"|ри тт" м и произведение модулей 


этих векторов. С помощью (12.19) получим 
тм] — р (тр ++ [РА ++ ад}. 
Отсюда, используя распределительное свойство векторного про- 
изведения и известную формулу [а] 6<]|| = 6(ас)—с(аб) для двой- 
ного векторного произведения, найдем 
Се вич] м] — (ит) ь 4 + ВДЕ 

где В = [тра], и поэтому В -* 0 при ДЕ -> 0. Из последнего 
выражения для [тр тт”м| получаем следующую формулу: 

ет] м = рт т) РА + УД, (12.20) 


где у > 0 при ДЁ- 0. 
Путем аналогичных рассуждений получается также следую- 


щая формула: 
Ге м | = и] + РАЬ (12.21) 
где и 0 при АЕ - 0. 


1) Выражения [пр и ["’тг”]м означают, что векторное произведение 


т] вычислено в точках Ри М соответственно. 
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Из формул (12.20) и (12.21) получаем нужное нам выраже- 
ние для зшф: 
(и ие) + А 
1’ 2 + иА | 
Отметим, что в этом выражении значения производных вектор- 
ной функции Г(®) вычислены в точке Р. 


Обращаясь к выражению (12.14) для [, используя только что 
_Р_ 
и ф 
ф —} 0, мы убедимся, что предел : при [ —} 0 существует и равен 


иф = 


полученную формулу для зш ф и известный предел —> 1 при 


("т") 


[1/2 
Итак, в условиях утверждения абсолютное кручение |А2| су- 
ществует и может быть найдено по формуле 


>| = Цит | (12.22) 
[г 2 
Определим кручение Ко кривой с помощью равенства 
РТ). (12.23) 
[9/2 


Докажем, что кручение Ко не зависит от выбора параметриза- 
ции кривой и поэтому является определенной геометрической 


характеристикой данной кривой о. 

Перейдем к другой параметризации кривой при помощи пал 
раметра, т. 

Обозначая длифференцирование по параметру т точкой, по- 
лучим по правилу дифференцирования сложной функции сле- 


дующие формулы: 


/  _/ 


= тт, 
И .. 12 ВА . 
РР =тт | члены, линейно выражающиеся через г}, 
и! ... _/З ., . .. 
г — тт -- | члены, линеино выражающиеся через Ги г}. 


Из этих формул вытекают соотношения 
("ити") — (РеР)то, ит 2 — [7] °т’°. 
Таким образом, 
— (ттт!) (ттт) 


[°/э°” 2 [19] 
Мы убедились, что о не зависит от выбора параметризации 
кривой. 


1) Абсолютная величина |^2| определена геометрически. Поэтому от пара- 


т") 


метризации может зависеть лишь знак выражения Пе’? 7 ПР 
тг 
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6. Формулы Френе. Натуральные уравнения кривой. 
В п. 3 этого параграфа мы ввели понятия нормали и бинорма- 
ли кривой. Эти прямые вместе с касательной являются ребра- 
ми трехгранного угла, называемого естественным треж- 
гранником. Пусть параметром [ на кривой [, является дли- 
на дуги. Тогда т’(Г) = — единичный вектор касательной к Г. 
Выберем единичный вектор п главной нормали коллинеарным 


вектору г”(Г) Г), а в качестве единичного вектора, бинормали 
возьмем вектор 


= 1%... (12.24) 
Таким образом, векторы &, п, 6 образуют правую тройку, т. е. 
($16) > 0. Векторы & п и Ь являются функциями длины ду- 


ги. Найдем разложения производных К, т, 6. этих функций по 
векторам &, п и 6. Так как & =т’'([), то де (1). Поэтому век- 


тор # коллинеарен т: 


# = от. 
Согласно замечанию п. 4 этого параграфа а = #1 (а = |#| = 
= г" (Г]| = А+), и поэтому 

= Ёп. (12.25) 


Обратимся теперь к вектору 6. Так как этот вектор единичный, 


/ / 
то вектор 6 ортогонален 6. Докажем, что вектор 6 ортогона- 
лен также и ф. Дифференцируя тождество (5#) = 0, получим 


(61) + (6#') = 0. Так как, согласно (12.25), (6) = (6) = 
= 0, то (6$) = 0, а это и означает, что вектор 6’ ортогонален %. 
Из проведенных рассуждений вытекает, что вектор 6’ коллине- 
арен т, т.е 

= дп. (12.26) 


Докажем, что В = —Ё>. Пусть ф— угол между соприкасаю- 
щимися плоскостями кривой в точках, отвечающих значениям 
параметра [и [+ Д1. Очевидно, угол между векторами 6(Г) и 


6(1-- Д]) также равен ‹р, поскольку вектор 6 ортогонален сопри- 


касающейся плоскости. Поэтому, учитывая, что т о = А, 
получим 
БИА - 61) 
| = В (+47) 3 = ды | | = [№ 
АРУ ТА д1-01 А 
Следовательно, так как |6| = [6 |, справедливо соотношение |8| = 


|[&2|. Пусть векторы 6' и п, одинаково направлены. Из формулы 


1) Согласно замечанию п. 4 этого параграфа вектор 7” (1) ортогонален век- 
тору ф и лежит в соприкасающейся плоскости кривой. 
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(12.26) следует, что в этом случае В = |6 |, т.е. |В| > 0. Ясно, что 
в этом случае векторы т’, т’([Г) и т"(Г) образуют 
тройку противополож- 

ного смысла по отноше- ь 
нию к тройке &, п, 6Б 
(рис. 12.8), и поэтому 
(ит) < 0, т.е. А < 
< 0. Так как В > 0 
и = № о В = О п 
—= —КА2. В случае, ког- 
да векторы 6’ и п про- 
тивоположно направле- 
ны, рассуждая анало- 


Соприкасающаяся 
Ь плоскость 


=т (1) 


Поворот бинормали 
при возрастаним 1 


Возрастание [1 


Поворот, главной 
нормали при воз- 
растаним [ 


гично, легко убедиться, Рис. 12.8 
что 9 < 0, а Ё> > 0. Так 
как |6| = [2], то и в этом случае В = —К2. В случае, если В = 0, 
равенство В = —Ё2 очевидно. Итак, мы доказали, что 
В = —К>. (12.27) 


Из формул (12.26) и (12.27) вытекает нужное нам выражение 


для 6 
|7 — —Аоп.. (12.28) 


Найдем теперь выражение для п’. Используя правило диффе- 
ренцирования векторного произведения и формулы (12.25) и 
(12.28), получим 


те = [68 = + [Е] = Кю + в [т] = Е 226. 


Объединяя в одну таблицу формулы (12.25), (12.28) и только 
что найденное выражение для т, получим следующие формулы, 
называемые формулами Френе'): 


Г — К, 
п’ = —АК1Е- Кб, (12.29) 
| — — Ат. 


Формулы Френе называют также основными формулами 
теории кривых. 

Из формул Френе следует, что если известны кривизна ^1 и 
кручение Ко кривой [,, то могут быть найдены производные век- 
торных функций %, п и Ь (т. е. скорости изменения этих функ- 
ций). Это, естественно, наводит на мысль о том, что кривизна и 
кручение определяют кривую [,, что действительно имеет место. 
Именно, справедливо следующее утверждение. 


1) Жан Френе — французский математик (1801-1880). 
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Пусть 1 (Г) и Е2(Г) — любые дифферениируемые функции, при- 
чем К1(Г) > 0. Тогда существует единственная с точностью до 
положения в пространстве кривая, для которой Ё1(Г) и Е2([) 
являются соответственно кривизной и кручением. 

Мы не будем доказывать это утверждение. Отметим лишь, 
что доказательство основывается на теореме существования и 
единственности решения системы обыкновенных дифференци- 
альных уравнений. 

Так как, согласно сформулированному утверждению, кри- 
визна К1 (1) и кручение А2(1) полностью определяют кривую, то 
систему уравнений 


Ка = ^1 (1), К = А2(П) 


обычно называют натуральными (внутренними) урав 
нениями кривой. 


$ 3. Некоторые сведения из теории поверхностей 


В гл. 5 мы познакомились с рядом важных сведений о по- 
верхностях: нами было введено понятие поверхности, понятие 
регулярной и гладкой поверхности без особых точек, понятия 
касательной плоскости и нормали к поверхности. 

В этом параграфе мы укажем еще ряд важных свойств ре- 
гулярных поверхностей. 

1. Первая квадратичная форма поверхности. Изме- 
рения на поверхности. Пусть Ф — регулярная поверхность без 
особых точек, т (и, %) — радиус-вектор этой поверхности. Как из- 
вестно, в этом случае [птгь| = 0. 

Первой квадратичной формой [ поверхности Ф называется 
выражение 


[= ат”. (12.30) 


Наименование «квадратичная форма» связано с тем, что вы- 
ражение 


[= 4"? = (гаи + т, 4%) = я аи? + тит, аи 4% + г. 4” 


представляет собой квадратичную форму от дифференичалов 
ди и 4%. 

Первая квадратичная форма является положительно опре- 
деленной формой: она обращается в нуль только при ди = @ = 
—= 0, а для остальных значений и и 4 положительна. Действи- 
тельно, если 47? = 0, то ат = т, 4и + г, 4% = 0. Поэтому, если 
ди и 4 одновременно не обращаются в нуль, то из равенства 
г, аи т. 4 = 0 следует, что ги, и г. коллинеарны, т. е. „Г, = 
= 0, а этого не может быть, так как по условию [тГ,| * 0. 
Для коэффициентов первой квадратичной формы используются 
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обозначения 
г =Е тт =ЕЁ тг=С. (12.31) 


С помощью этих обозначений выражение (12.30) для первой ква- 
дратичной формы может быть записано в следующем виде: 


[= 4"? = Еаи" + 2Е аи 4 + С 45". (12.32) 


Итак, на регулярной повертности Ф, определяемой радиусом- 
вектором т = т(и, и), определена первая квадратичная форма 1 


посредством соотношения (12.32). При этом коэффициенты 


указанной формы могут быть вычислены по формулам (12.31). 
(С помощью первой квадратичной формы можно проводить 
измерения на повертности: вычислять длины дуг линий и углы 
между линиями, измерять площади областей. 
Пусть Г — регулярная линия на поверхности Ф, определяе- 


мая параметрическими уравнениями !) 
и=и(Ю, о=о(, юЗЕСХЬЫ, (12.33) 


причем и(#) и %(® — лифференцируемые функции с непрерыв- 
ными производными. 

Известно, что длина [ дуги кривой Г, определяемой радиу- 
сом-вектором т = г(и(®, (№), может быть найдена по формуле 


[= О а (12.34) 


(см. формулу (11.21) вып. 1). 
Так как |7’ (| а = т'(и(®), 5(®) АЕ = |аг(и, ъ)|, то из форму- 
лы (12.34) получаем 


ав Ге 5)| = [М аг? = [УТ (12.35) 
ГИ) Г, Г Г 


(последние три интеграла в (12.35) представляют собой криво- 
линейные интегралы первого рода). Итак, зная первую квадра- 
тичную форму, можно вычислять с помощью (12.35) длины. 


1) Ясно, что задание и и % в виде функций (12.33) некоторого парамет- 
ра { определяет на поверхности кривую, задаваемую векторной функцией 
т(и(К, °(Е)). Вопрос о том, любая ли гладкая линия Г, на поверхности Ф 
может быть задана параметрическими уравнениями вида (12.33), решается 
утвердительно, например, следующим образом. Пусть х(®), у(®), =(Р) — пара- 
метрические уравнения [.. Тогда, и и о как функции параметра # могут быть 


определены из уравнений х(К) = х(и, и), у(К = у(и, и), 2(®) = 2(и, о). Ре- 
шение вида (12.33) гарантируется условием [т.ть| = 0, из которого следует: 
И) И 


например. что 0. Последнее условие гарантирует разрешимость 
9 


Уч У 
системы х(Р) = х(м, 5), у(Р) = у(и, 5) относительно и и 5. 
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Перейдем теперь к измерениям углов на поверхности. 

Пусть поверхность Ф задана посредством векторной функ- 
ции г = г(ц, 5). 

Направление (и: @ на поверхности Ф в ее точке Р 
определяется как направление вектора ат = т.4и + т,4у в этой 


точке Г). 

Рассмотрим в точке Р два направления Ци : ди иди : 0%. Угол 
ф между этими направлениями определяется по известной из 
аналитической геометрии формуле для косинуса, угла ф между 
векторами 4" = ти + га и дт = тиди + т,ди: 


(ат: дт) 
Ма"? бт?) 


Из этой формулы, учитывая соотношения (12.31), получаем для 
с0$ ф следующее выражение: 


Е 4иди + Е(4идо + 4 ди) + С4убъ 
/Еади? + 2Раицао + С 4%? Е би? + 2Е ибо + С дь?. 


Угол между кривыми [1 и [2 на поверхности Ф, пересекающи- 
мися в точке Р‚, определяется как угол между направлениями 
касательных к [1 и [2 в точке Р. Отметим, что если кривая на 
поверхности определяется параметрическими уравнениями и = 
= и(®), о = %(1), то направление 4и : 4и в точке этой кривой 
определяется вектором 


с08 ф = 


с08ф = (12.36) 


ат = тиаи + т,4 = (тим + то) а. 


Итак, зная первую квадратичную форму, можно с помощью 
(12.36) вычислять углы между направлениями на поверхности. 

Вопрос об измерении площадей областей на, поверхности был 
подробно рассмотрен нами в гл. 5. 

Напомним, что если область П на поверхности определяется 
посредством задания параметров и и 1 в области 4) их измене- 
ния, то площадь о области П может быть вычислена по формуле 


с = |] УЕС - Е? аи 4. 
©) 


(см. формулу (5.18)). 

Таким образом, зная первую квадратичную форму, можно 
измерять площади областей на поверхности. 

Все факты, которые могут быть получены путем измерений 
на поверхности с помощью первой квадратичной формы отно- 
сятся к так называемой внутренней геометрии повертностей. 

Две различные поверхности могут иметь одну и ту же внут- 
реннюю геометрию. Простейшим примером таких поверхностей 


1) Очевидно, этот вектор расположен в касательной плоскости в точке Р. 
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может служить плоскость и параболический цилиндр. Заметим, 
что поверхности, имеющие одинаковую внутреннюю геометрию, 
называются изометричными. 

2. Вторая квадратичная форма поверхности. Пусть Ф — 
регулярная поверхность, определяемая радиусом-вектором т = 
=г(и, 5), ап(и, о) — единичный вектор нормали к этой поверх- 
ности, определяемый соотношением 


— [ить] — [Ри Рь] 1 12 
П |] — УБОР (12.37) 
Второй квадратичной формой ПЦ поверхности называется вы- 
ражение 
П = —ат ап. (12.38) 
Так как д’. в =0 2), то 4(4" : п) = 0, т.е. 4т. п = фа, и 


поэтому вторая квадратичная форма может быть также опре- 
делена с помошью соотношения 


П= ат. п. (12.39) 

Поскольку 4т = гаи” + ть аи 4 + т 45°, то, согласно 
(12.39), вторая форма может быть записана, следующим образом: 

П = (гит) аи? + 2(т ит) аи ао + (тит ао". (12.40) 

Для коэффициентов второй формы используются обозначения 

тит = Ё, Тшьп = М, туп = №. (12.41) 


Обращаясь к выражению (12.37) для п, получим с помощью 
(12.41) следующие формулы для коэффициентов второй формы: 


Тин ГыГ Ти Гу Г То Гу Г 

ЕС ВСН У ЕВСЕВИЯ УЕИЕИЕСКИСВИСНИИ (12.42) 

УЕС — Е? УЕС — Е? УЕС — Е? 

3. Классификация точек регулярной поверхности. 
Исследуем вопрос об отклонении поверхности от касательной 
плоскости в данной точке. 

Пусть Ф — регулярная (дважды дифференцируемая) поверх- 
ность, Г = г(и, 9) — определяющий ее радиус-вектор, п(и, 9) — 
единичный вектор нормали, Р(и, 9) — фиксированная точка 
поверхности, ®р — вектор 1%(и, %) в точке Р 3), М — точка, по- 


верхности, отвечающая значениям параметров и + Ди, о + Ди 
(рис. 12.9). 


1) Так как |[г.тг.|| = л/т2т?2 - (тит,)?, то, согласно формулам (12.31), 
[1°иРь|| = МЕС -— Е?. 


2) Вектор 4" лежит в касательной плоскости к поверхности и поэтому 
ат. п = 0. 

3) В дальнейшем нижний индекс Р вектора будет означать, что вектор 
берется в точке Р. 
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Пусть М — основание перпендикуляра, опущенного из М на 
касательную плоскость л в точке Р, А— величина, абсолютное 
значение которой равно расстоянию от М до л. При этом знак В 
положителен, если направления векто- 
ров №М и пр совпадают, и отрицате- 
лен в противоположном случае. Оче- 
видно, 

| = Дт. пр, (12.43) 
где Аг = г(и + Ди, о Ау) —т(и, 5) = 
= РМ. Так как ци и у независимые 


Рис. 12.9 переменные, то можно считать Аи = 
= 4и, Ау = 4, и поэтому, используя формулу Тейлора (см. 
формулу (12.4)), получим 

Дт = (ат)р + >(@т)р - 82. (12.44) 


В этом соотношении дифференциалы вычислены в точке Р, 


а В2 — вектор, имеющий порядок 0(р”), где р = м аи? + 492. Из 
формул (12.43) и (12.44) получаем для В следующее выражение: 


р, = Фтр-пр+ В - пр. (12.45) 


Так как 4?тр.®р представляет собой вторую квадратичную 
форму Пр, вычисленную в точке Р, а В2пр = о(р”), то соотно- 
шение (12.45) может быть переписано следующим образом: 

в = Пр +0(0?). (12.46) 


Обращаясь к формуле (12.46), можно сделать предположе- 
ние, что главное влияние на величину В оказывает первое сла- 


1 
гаемое 51 Р, И поэтому пространственное строение поверхности 


вблизи регулярной точки определяется второй квадратичной 
формой в этой точке. 

Следующие рассуждения подтверждают это предположение. 

1°. Вторая квадратичная форма Пр является знакоопреде- 
ленной (ГМ — М? > 0). 

В этом случае 1) 2 

Ш р! >> Ар ,А>0. 

Отсюда и из соотношения (12.46) вытекает, что величина В со- 
храняет определенный знак для всех достаточно малых значе- 


1) Убедиться в справедливости неравенства |Пь| > Ар? можно, например, 
следующим образом. Имеем: |Пр| = |. аи? +2М аиао + №Ма»"| = |Г соз* а -+ 
+ 2М соз а эт а + №Мзш? а|р?, где соз а = 4и/р, зша = 4%/р. Так как Пр — 
знакоопределенная форма, то выражение | Г, с05* «+ 2М соз а зш а- № т? а 
имеет положительный минимум А, т. е. [Пр| > Ар”. 
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ний р, и поэтому в окрестности точки Р поверхность располага: 
ется по одну сторону от касательной плоскости пр в этой точке 
(рис. 12.10). 

Точка Р поверхности называется в этом случае эллипти- 
ческой. 

Сфера, эллипсоид, эллиптический параболоид — примеры 
поверхностей, каждая точка которых эллиптическая. 

2°. Вторая квадратичная форма Пр является знакоперемен- 


ной (ГМ — М? < 0). В этом случае в точке Р на поверхности 
можно указать два таких различных на- 
правления Чи : 4 иди : 0%, что для 
значений дифференциалов переменных 
и и 9, определяющих эти направления, 
вторая форма обращается в нуль, все 7 
же остальные направления разделяют- ° 
ся двумя указанными на два класса. 
Для дифференциалов Чи и 4%, отноше- Рис. 12.10 
ние {и : 4 которых определяет направ- 
ление принадлежащее одному из этих классов, вторая форма 
положительна, для отношений аи : 4, определяющих направле- 
ния другого класса, — отрицательна. Поэтому поверхность вбли- 
зи точки Р располагается по разные стороны от касательной 
плоскости пр в этой точке (рис. 12.11). 

Точка Р поверхности называется в этом случае гипербо- 
лической. 

Каждая точка однополостного гиперболоида и гиперболиче- 
ского параболоида является гиперболической. 

3°. Вторая квадратичная форма Пр является квазизнако- 


определенной (ГМ — М? = 0). В этом случае в точке Р на по- 
верхности можно указать одно такое направление (и : @%, что 


Рис. 12.11 Рис. 12.12 


для значений дифференциалов аи и 4%, определяющих это на- 
правление, вторая форма обращается в нуль. Для всех осталь- 


ных значений дифференциалов вторая форма сохраняет знак 1) 
(рис. 12.12). 


1) В этом случае вторая форма может быть представлена в виде квадрата, 
некоторой линейной формы дифференциалов 4 и 4%. 
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Точка Р поверхности называется в этом случае парабо- 
лической. 

Каждая точка цилиндрической поверхности — параболическая. 

4°. Вторая квадратичная форма Пр равна нулю в точке Р 
(Г. = М =М = 0). Точка Р называется в этом случае точкой 
уплощшения. На рис. 12.13 изо- 
бражена, поверхность с точкой упло- 
щения. 

Любая точка плоскости является 
точкой уплошения. Примером изо- 
лированной точки уплощения мо- 
жет служить точка с координата: 
Рис. 12.13 ми (0, 0, 0) поверхности, задаваемой 


уравнением # = 24 + у“. 

Отметим, что если все точки поверхности являются точками 
уплощения, то поверхность является плоскостью. 

4. Кривизна кривой на поверхности. Пусть регулярная 
поверхность Ф задана посредством векторной функции т = 
= (и, 9), п единичный вектор нормали к Ф, [Г/— регулярная 
кривая на Ф, имеющая в точке Р(и, %) направление 4и : 4%. 

Выберем в качестве параметра на [ длину [, так что т = 
= т(и([), %(1)) = т(1) вдоль Г. В п. 6 
предыдущего параграфа мы устано- 
вили, что вектор т’ (Г) направлен по 
главной нормали пг к кривой [ в 
точке Р и модуль этого вектора ра- 
вен кривизне / кривой [, в точке Р. 

Поэтому 


г’ т = Е с0зф, (12.47) 


где ф— угол между главной нор- 
малью тг кривой [, и нормалью п к 
поверхности (рис. 12.14). По правилу 
дифференцирования сложной функции имеем 


Рис. 12.14 


И / ГА / И и 
г" (Г) = гии + Рио ти? + тии + ти". 


Так как вектор 7% ортогонален векторам ти и Г,, то, подставляя 
найденное выражение т"([) в левую часть (12.47) и учитывая 


формулы (12.41), получим 


гит = (гиипи + 2(гипи и + (гоп = 


= Ги + 2Ми и + №. (12.48) 


ди ;, _ а :. 
-т,® = -т и на кривой Г справедливо равенство 
а? = Еаи? + 2Е аи 4 + С 4%", то из (12.47) и (12.48) следует 


Поскольку и' = 
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соотношение 


сз — Г аи? +2М аи4ь + №45” _ П (12 49) 
р Е аи? + 2Е 4и аъ + С ау? т. | 


Правая часть (12.49) зависит только от отношения 4и : 4, т. е. 
только от направления Ци : 4%. Поэтому для всет кривых Г на 
поверхности Ф, проходящих через точку Р в данном направле- 
нии аи : 4%, выражение К созф равно некоторой постоянной Ки: 


К созф = К, = с018%. (12.50) 


В частности, если кривая Г, представляет собой так называемое 
нормальное сечение Г» поверхности Ф в направлении 
ди : а, т. е. линию пересечения поверхности Ф с плоскостью, 
проходящей через нормаль п и направление аи: 4, то ф = 0, 
с0озф = 1, и поэтому формула (12.50) примет вид 


Е = Ка. 


Таким образом, величина Ки представляет собой кривизну нор- 
мального сечения поверхности в направлении и : 4 и может 
быть вычислена по формуле 


2 2 
р — Гац + 2М ацаз + Ма — п (12.51) 
Е ач? + 2Е ацау + С 42 Т 


Величину К„ называют также нормальной кривизной линии Г. 
Отметим, что равенство (12.60) выражает содержание тео- 


ремы Менье !). 

5. Специальные линии на поверхности. 

1. Асимптотические линии. Направление аи: 4 
на регулярной поверхности Ф в точке Р называется асимп- 
тотическим, если нормальная кривизна в этом направлении 
равна нулю. 

Из соотношения (12.51) следует, что направление 4и : 4 бу- 
дет асимптотическим только тогда, когда для этого направления 
выполняется условие 


Г аи? +2М аиао + №45? = 0. (12.52) 


Так как вторая форма обращается в нуль в гиперболических 
точках, параболических точках и точках уплощения поверхно- 
сти, то только в этих точках имеются асимптотические направ- 
ления: в гиперболической точке два асимптотических направ- 
ления, в параболической точке одно асимптотическое направле- 
ние, в точке уплощения любое направление является асимпто- 
тическим. 


1) Менье — французский математик (1754-1799). 
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Введем понятие асимптотической линии. 

Асимптотической линией на поверхности называ- 
ется кривая, направление которой в каждой точке является 
асимптотическим. 

Если регулярная поверхность состоит из гиперболических 
точек, то она покрыта двумя семействами асимптотических ли- 
НИЙ. 

Например, два семейства прямолинейных образующих од- 
нополостного гиперболоида являются асимптотическими лини- 
ями. 

Если на поверхности имеются два семейства асимптотиче- 
ских линий, то их можно выбрать, вообще говоря, за коорди- 
натные линии и и %. В этом случае вдоль линии и, например, 
не меняется параметр у, и поэтому на этой линии вторая форма 


имеет вид П = Саи”. Так как в асимптотическом направлении 
П = 0 (см. соотношение (12.52)), то Г = 0. Аналогично мож- 
но убедиться, что № = 0. Итак, если асимптотические линии 
поверхности являются координатными линиями, то вторая 
форма имеет вид 


П=2М ацаум. 


2. Главные направления. Линии кривизны. 
Из формулы (12.51) видно, что нормальная кривизна в данной 
точке представляет собой функцию от 4и и 4%, точнее, от отно- 
шения 4и/4о, т. е. от направления фи : 4 в данной точке. 

Экстремальные значения нормальной кривизны в данной 
точке называются главными кривизнами, а соответст- 
вующие направления — главными направлениями. 

Убедимся, что в данной точке регулярной поверхности все- 
гда имеются главные направления. 


Полагая 
Ци Ио . 
—_—=с0за = зЗшШа, 
/ аи? + а? / аи? + а? 


преобразуем выражение (12.51) для К» к виду 


к — Г, с05? си + 2М соз а эт а + Мэ? а 

”  Есоз? а + 2Е соз а зш а + С зш? а ` 

Таким образом, в данной точке нормальная кривизна Аи пред- 
ставляет собой дифференцируемую функцию аргумента а, за: 
данную на, сегменте |0, 2^| и принимающую одинаковые значе- 
ния при а = 0иа = 2л. Поэтому в некоторой внутренней точке с 
этого сегмента А„ имеет локальный экстремум. Указанному зна- 
чению а отвечает направление (и : 4 на поверхности, кото- 
рое, естественно, является главным. Если вести отсчет углов @ 
от этого главного направления, то, рассуждая аналогично, мы 
убедимся, что по крайней мере еще для одного направления 
и : 4 достигается экстремум нормальной кривизны. 
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Итак, в каждой точке регулярной поверхности имеется по 
меньшей мере два различных главных направления. 

Укажем способ вычисления главных кривизн в данной точке. 
Считая ^„ функцией от 4и и 4%, получим из соотношения (12.51), 
следующее тождество относительно фи и 4 


([- КЕ) аи? + 2(М - к. Е) аиаь + (М —- ЕС) 4%? = 0. 


Лифференцируя это тождество по 4и и по 4 и учитывая, что 
производная нормальной кривизны для главного направления 
равна нулю, получим для 4и и 4%, определяющих любое главное 
направление, соотношения 


([- КЕ) аи + (М - ЕЕ) 4% = 0, 
(М - ЕР) аи + (М- &Са) 4 =0, 
в которых К; — значение главной кривизны в направлении (и : 4%. 
Так как в каждой точке имеются главные направления, то си- 
стема (12.53) имеет относительно 4и и 4 ненулевые решения. 


Следовательно, должен быть равен нулю определитель этой си- 
стемы: 


(12.53) 


г-&8 М-Е&Е 
М-КЕ М-ЕС 


Из уравнения (12.54) могут быть определены главные кривиз- 
ны К;, а затем из соотношений (12.53) — главные направления. 
Уравнение (12.54) является квадратным уравнением относи- 
тельно А;, вещественными корнями которого являются главные 
кривизны. Поэтому могут представиться два случая: 
1°. Уравнение (12.54) имеет два различных корня 1 и Ко. 


2°. Корни А; уравнения (12.54) одинаковы. Рассмотрим эти 
случаи отдельно. 

1°. Уравнение (12.54) имеет два различных корня: Ё1 и Ко, 
Кт 52 К2. Этим корням отвечают два различных главных направ- 
ления. Убедимся, что если направления координатных линий и 
их в данной точке совпадают с главными, то в этой точке 
Е =Оц М =0. Отметим, что обращение Е в нуль означает 
ортогональность главных направлений. 

Итак, пусть направления координатных линий ци % в данной 
точке совпадают с главными направлениями. Это означает, что 
направления Ци : 0, 0 : 4% являются главными, и поэтому из 
соотношений (12.53) вытекают равенства 


Г =0 М-ЕЕ=О, 
М-№Е=0 М-№С=0. 


Так как 1 = Ао, то, очевидно, М = 0, Е = 0. Отметим, что при 
указанном выборе координатных линий главные кривизны (1 


= 0. (12.54) 
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и Ко могут быть найдены из соотношений 


2°. Уравнение (12.54) имеет два одинаковых корня: К1 = Ё2 = 
=. Убедимся, что в этом случае любое направление в данной 
точке является главным. Если координатные линии в данной 
точке ортогональны, то в этой точке Е =0Ои М =0. 

Мы уже отмечали, что в каждой точке имеются по крайней 
мере два различных главных направления. В рассматриваемом 
случае каждому из этих главных направлений отвечает одно и 
тоже значение А главной кривизны. Но тогда должны обратить- 
ся в нуль коэффициенты системы (12.53), т. е. 


Г-ЕЕ=О М-ЕР=О, М-ЕС=0. 


Из этих равенств следует, что в данной точке коэффициенты 
второй формы пропорциональны коэффициентам первой фор- 
мы: 


ГЕКЕ М=ЕЕЕ МЕКС. 


Подставляя эти значения Г, М и М в формулу (12.51), мы убе- 
димся, что в данной точке кривизны нормальных сечений в лю- 
бом направлении (и : 4 одинаковы и равны К. Следовательно, 
любое направление (и : 4 в данной точке является главным. 

Если координатные линии в данной точке ортогональны, то 
Е = 0, а тогда из соотношения М -—ЁЕ = 0 следует, что и М = 0. 

Итак, мы можем сделать следующий вывод: в каждой точ- 
ке поверхности имеются ортогональные главные направления. 
Если направления координатных линий совпадают с этими 
главными направлениями, то в этой точке Е =Пи М =0. 

Введем понятие линии кривизны. 

Линией кривизны на поверхности называется кри- 
вая, направление которой в каждой точке является главным. 

На любой регулярной поверхности имеется, вообще говоря, 
два различных семейства линий кривизны (выше мы указывали, 
что в каждой точке имеются два различных главных направле- 
НИЯ). 

Отметим, что если в качестве координатных линий выбрать 
линии кривизны, то первая и вторая форма поверхности будут 
иметь вид: 


[= Е аи" + Ч 4%", 
П = аи” + Мау?, 


поскольку № = 0и М = 0. 

3°. Геодезические линии. Геодезической ли- 
нией на поверхности называется кривая, главная нормаль в 
каждой точке которой совпадает с нормалью к поверхности. 
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Две любые точки регулярной полной поверхности можно со- 
единить геодезической линией. Если эти точки достаточно близ- 
ки, то соединяющая их геодезическая будет и кратчайшей ли- 
нией — любая другая линия на поверхности, соединяющая эти 
точки, будет иметь ббльшую длину. 

Отметим, что движение точки по поверхности без воздейст- 
вия внешних сил происходит по геодезической линии. 

6. Формула Эйлера. Средняя и гауссова кривизна по- 
верхности. Теорема Гаусса. Пусть Р — фиксированная точка, 
регулярной поверхности Ф. Будем считать, что координатные 
линии ии % ортогональны в данной точке и направления этих 
линий совпадают с главными направлениями. В п. 5 этого па- 
раграфа мы установили, что при таком выборе координатных 
линий в данной точке выполняются соотношения 


Е=0 М=0, Г-ВЕ=О М-ЬС=0. 


С помощью этих соотношений формула (12.51) для нормаль- 
ной кривизны Ё„ примет вид 


__ Е. Е аи” + >54 фо? 


Ку — 
Е 4? + С 4%? 
Если положить 
совр У пре У (12.55) 
/ Е ам? -+ С а%? /Еач? + С а? 


то, очевидно, получим следующую формулу для нормальной 
кривизны: 


К» = К! 08° ф + Ко зш” ф. (12.56) 


Формула (12.56) называется формулой Эйлера. С помощью этой 
формулы нормальная кривизна К» в направлении и : 4и может 
быть вычислена, через главные кривизны К1 и Ёо. 

Очевидно, формула Эйлера и формула (12.50) дают полную 
информацию о распределении кривизн линий на поверхности. 

Замечание 1. Угол ф в формуле Эйлера, значение ко- 
торого может быть найдено при заданном направлении и: @% 
по формулам (12.55), представляет собой тот угол, который сос- 
тавляет направление (и: 4 с направлением координатной ли- 
НИИ Ц. 

Чтобы убедиться в этом, вычислим по формуле (12.36) ко- 
синус угла между направлением аи: 4 и направлением аи: 0 
линии и. Полагая в формуле (12.36) ди = аи, ду = 0, полу- 


„Един 
/Еди? + Саь?’ 


совпадает с выражением для со$ ф, определенным по первой из 
формул (12.55). 


чим для искомого косинуса выражение: которое 


15 В.А. Ильин и Ъ. Г. Позняк, часть П 
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В теории поверхностей широко используются понятия среод- 
ней и гауссовой кривизны поверхности в данной точке. 
Средней кривизной Н поверхности называется полу- 


1 е; ег 
сумма 5 (Ал +2) главных кривизн. Гауссовой кривизной К 


поверхности называется произведение К1Ко главных кривизч. 

Обращаясь к уравнению (12.54) для главных кривизн и ис- 
пользуя свойства корней квадратного уравнения, получим сле- 
дующие формулы для Ни К: 


_ 114-2МЕ+МЕ 


5 БР ‘ (12.57) 
2 
К = т (12.58) 


Замечание 2. Из выражения (12.58) для гауссовой кри- 
визны следует, что ее знак совпадает со знаком дискриминанта 


ГУ — М? второй квадратичной формы (дискриминант ЕС — Е? 
первой формы всегда положителен, так как первая форма поло- 
жительно определенная). Поэтому гауссова кривизна в эллипти- 
ческих точках положительна, в гиперболических отрицательна 
и равна нулю в параболических точках и точках уплощения. 

На первый взгляд создается впечатление, что гауссова кри- 
визна А поверхности может быть найдена лишь в случае, ког- 
да известны первая и вторая квадратичные формы поверхности 
(см. формулу (12.58)). 

На самом же деле, гауссова кривизна может быть выраже- 
на только через коэффициенты первой квадратичной формы и 
поэтому представляет собой объект внутренней геометрии по- 
верхности. Этот замечательный результат был установлен Гаус- 


сом 1) ив математической литературе называется «знаменитой 
теоремой Гаусса». Докажем эту теорему. 

Теорема Гаусса. Гауссова кривизна К поверхности может 
бъить выражена через коэффициенты первой квадратичной фор- 
мы повертности и их производные. 

Доказательство. Обращаясь к формуле (12.58) для 
гауссовой кривизны К и используя выражения (12.42) для коэф- 
фициентов второй квадратичной формы, легко убедиться, что 
для доказательства, теоремы достаточно выразить через коэф- 
фициенты первой квадратичной формы и их производные сле- 
дующее выражение: 


А = (Гиитить) (Ръотить) — (Риотить)* 


1) К. Ф. Гаусс — выдающийся немецкий математик (1777-1855). 
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Это выражение легко преобразуется к виду 1) 


ГииГоо — т ТииГи ГииТу 0 Тю Ги ТГшГи 
А — Ри Ро Е 73 = Ти Ри Е 73 
ТоГ Е @ ТоГио Е С 
(12.59) 


Лифференцируя по и и % выражения 
т =Ё гг =ЕЁ тг=С, 
получим 


1 1 1 
ТииГи — 5 ГиоГи = 5, ГооГо = 5, 


1 1 1 
ТиоГо = 5 Си, ТииГо = Ви — 5%, ТоГи = В — 5 Си. 


Лифференцируя выражение для ГииГ, по %, а выражение пит, 
по и и вычитая полученные результаты, найдем 


2 1 1 
ТииГ —Тш = — 5 Сим + Е — 5 лю. 


Подставляя найденное выражение и выражения для скалярных 
произведений производных в правую часть (12.59), мы убедимся 
в справедливости теоремы. 

В заключение приведем выражение для гауссовой кривиз- 
ны А через коэффициенты первой квадратичной формы и их 
производные: 


1 1 1 1 
(би - Ех —_ Е») 5 (Е, —_ Е, } 


1 1 
— (Ев-Р Ро об в | 
Мел Р [@. 
1 1 
— 1 1 Е Е 
(Е — Е?)? |2 
9 Е С 


1) При преобразовании используется следующее тождество: 
а`а2 а162 а1с>2 
(а161с1)(а262с2) = |61а> 6: 6> 6: с>|. 
С1а>2 ст6> С1С2 


15% 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


О ВЫЧИСЛЕНИИ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ 
ПО ПРИБЛИЖЕННО ЗАДАННЫМ 
КОЭФФИЦИЕНТАМ ФУРЬЕ 


1. Задача о суммировании тригонометрического ряда 
Фурье с приближенно заданными коэффициентами 
Фурье. Предположим сначала, что функция } (5) удовлетворя- 
ет условиям, обеспечивающим равномерную сходимость ее три- 
гонометрического ряда Фурье 


©.®) 
> + > (ак соз Кл + Бузш кт) (1.1) 
К=1 
на всем сегменте |[-я, л|. Предположим далее, что вместо точ- 


ного значения тригонометрических коэффициентов Фурье ак 
и 6; этой функции нам известны лишь приближенные значе- 


ния ах и в, указанных коэффициентов Фурье. Именно этот слу- 
чай весьма часто встречается в прикладных задачах. 

Будем считать, что ошибки при задании приближенного зна- 
чения тригонометрических коэффициентов Фурье малы в смыс- 


ле нормы пространства [? '). Это означает, что справедливо 
неравенство 


(ао — ао)" — — \2 7 \2 2 
о о - эх — ар) - (6+ — 0) <д*, (П.2) 


где д — достаточно малое положительное число, которое мы будем 
называть погрешностью в задании коэффициентов Фурье. 
Естественно возникает важная для приложений задача: по 


приближенным значениям коэффициентов Фурье ах и в, восста- 
новить в данной фиксированной точке х функцию /{(5) с ошиб- 
кой =(9), стремящейся к нулю при д -* 0. 

Покажем, что прямым суммированием ряда, Фурье с прибли- 
женно заданными коэффициентами Фурье 


_ ©,®) 
@0 = т 1 
> + 2 и со; т + Бы зш т), (П.3) 


1) Определение пространства [? и нормы его элементов см. в п. 1 $ 1 гл. 11. 
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вообще говоря, невозможно добиться восстановления функции 
1(т) в данной точке 5 ни с какой степенью точности. 
Фиксируем произвольно малую погрешность д > 0 и поло- 


©.®) 
1 
жим С = (| >, —. Предположим, что погрешности в задании 
1 
коэффициентов Фурье имеют следующий конкретный вид: 


—/ 


ад — @0 = 0, ак - ак = В — в = при К =1,2,... 


0 
&СУ2 
Для заданных с такими погрешностями коэффициентов Фурье, 
очевидно, будет справедливо соотношение (П.2) со знаком точ- 
ного равенства. Вместе с тем при замене точного ряда Фурье 
(П.1) рядом Фурье с приближенно заданными коэффициентами 


(П.3) мы совершим ошибку, равную сумме ряда 


©.® 


У (ак — ак) соз Кх + (5 — 6) зш т. 
К=1 
В точке 5 = 0 эта ошибка равна сумме ряда 


— | 
> ак ак) = ион 


(сколь бы малой мы не фиксировали погрешность д > 0). 

Таким образом, сколь бы быстро ни сходился точный триго- 
нометрический ряд Фурье (П.1) к функции { (т) и как бы мала 
ни была погрешность д в соотношении (П.2), задающем степень 
отклонения приближенных коэффициентов Фурье от точных, 
прямым суммированием ряда Фурье с приближенно заданными 
коэффициентами Фурье (П.З) невозможно восстановить функ- 
цию }(5) в заданной точке сегмента, [-л, п] ни с какой степенью 
точности. 

Фактически мы доказали, что как бы мало ни было число д > 
> 0, характеризующее уклонение друг от друга в смысле (П.2) 


двух совокупностей коэффициентов Фурье {ак, бк} и ак, 6}, 
отвечающие этим двум совокупностям прямые суммы тригоно- 
метрических рядов Фурье (П.1) и (П.3) могут как угодно сильно 
отличаться друг от друга. 

Такого рода задачи, для которых как угодно малое уклоне- 
ние в задании исходных данных (в рассмотренном нами случае 
такими исходными данными является совокупность коэффици- 
ентов Фурье) может вызвать как угодно большое уклонение от- 
вечающих этим исходным данным решений (в рассмотренном 
нами случае под решением понимается прямая сумма тригоно- 
метрического ряда Фурье), часто встречаются в математике и 
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в приложениях и называются некорректно поставлен- 
ными задачами. 

Иными словами, рассмотренная нами задача о прямом сум- 
мировании тригонометрического ряда Фурье является некор- 
ректно поставленной. 

Общий метод решения широкого класса, некорректно постав- 
ленных задач разработан советским математиком А. Н. Тихоно- 


вым и называется методом регуляризации \). 

Здесь мы остановимся на методе регуляризации лишь при- 
менительно к рассмотренной нами задаче о суммировании три- 
гонометрического ряда Фурье. 

2. Метод регуляризации для задачи о суммировании 
тригонометрического ряда Фурье. В применении к задаче о 
суммировании тригонометрического ряда Фурье с приближенно 
заданными коэффициентами Фурье метод регуляризации при- 
водит к алгоритму, заключающемуся в рассмотрении в качестве 
приближенного значения функции {(т) не суммы ряда (П.3), а 
суммы ряда 


0 \^/- р 
> + У (ак соз Кт - Бу зш т) т (1.4) 


К=1 


+ К2а’ 


получающегося посредством умножения К-го члена ряда (П.3) 


на «регуляризирующий» множитель тео? В Котором пара: 
метр представляет собой величину того же порядка малости, 
что и погрешность д в соотношении (П.2), задающем уклонение 
коэффициентов Фурье. 

Для обоснования указанного алгоритма мы докажем следу- 
ющую основную теорему. 

Теорема А. Н. Тихонова. Пусть функция 1(т1) принад- 


лежат, классу [?[-п, п] и непрерывна в данной фиксированной 
точке т сегмента |-п, п|. Тогда для каждого 6 > 0 и для а, 
имеющего тот же порядок малости, что и д, сумма ряда (П.4) 


с коэффициентами ак и В+, удовлетворяющими соотношению 
(1.2), совпадает в данной фиксированной точке т с (т) с ошиб- 
кой =(6), стремящейся к нулю при 6—0 2). 
Доказательство. Не ограничивая общности, будем счи- 
тать, что © = д (ибо случай а = С(65)-9, гле0 < С <С(д) < С5, 
рассматривается совершенно аналогично). Достаточно доказать, 
что для любого = > 0 найдется д0(=) > 0 такое, что в данной 


1) За цикл работ, посвященных решению некорректно поставленных за- 
дач, академик А. Н. Тихонов удостоен в 1966 г. Ленинской премии. 


2) Сформулированная теорема является частным случаем доказанного 
А. Н. Тихоновым значительно более общего утверждения. 
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фиксированной точке т при всех положительных д, удовлетво- 
ряющих условию д < до, справедливо неравенство 


по 5 1 >в ак с08 К + бр за Рт) - — }1(х)| < =. (П.5) 


т 


 ыиксируем произвольное = > 0. Убедимся сначала, в том, что 
для фиксированного нами = найдется число 01(=) > 0 такое, что 
для всех положительных д, удовлетворяющих условию д < 01(=), 
справедливо неравенство 


и + > ах — ау) сов т + (С — №) эш - Е < т 


(П.6) 


Для установления (П.б) достаточно убедиться в том, что сумма, 
стоящая в левой части (П.б), стремится к нулю при 0 — 0-0. 
Разбивая сумму, стоящую в левой части (П.6б), на две сум- 
мы, в первую из которых входят слагаемые с номерами К, удов- 
летворяющими условию К < 1/д, а во вторую — все остальные 
слагаемые, и применяя к каждой из этих двух сумм неравен- 


ство Коши-Буняковского, будем иметь \ 


1 
1+ 26 


ао — ао + ах — ак ) сов Ах + (6% —&) зш Ах]. 
К=1 


< Мм У (ав - ал) + ) + 
к<1/б 
+ /У` [(@к-а)* + &-ы)]. У` (П.7) 
К>1/6 К>1/6 


(например, в силу интегрального признака Коши-Маклорена, 
см. неравенство (13.38) из гл. 13 вып. 1), мы получим, что в 


правой части (П.7) стоит величина О(\6) + О(93^?). 
Тем самым неравенство (П.6) можно считать доказанным, и 
для установления неравенства (П.5) нам достаточно доказать, 
1 


1) При этом мы также учитываем, что ————— < 1 = < —. 


1 
1+4 226 ^^ 1+ 126 ^ 126 
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что для фиксированного нами = > 0 найдется число 02(=) > 
> 0 такое, что для всех положительных 9, удовлетворяющих 
условию д < д2(=), справедливо неравенство 


1 
1 + К?д 


— (2) < те. (П.8) 


©.®) 
ао . 
т 2 и с0$ Кт + бу зш Ат) 


Так как по условию функция }(х) непрерывна в данной фик- 
сированной точке т, то для фиксированного нами = > 0 можно 
фиксировать 7 > 0 такое, что для всех значений у, удовлетво- 
ряющих условию |у — т| < 1, будет справедливо неравенство 


Л - «< 5 (п.9) 


Положим теперь у = И Уд и рассмотрим для фиксированной 
нами точки х и фиксированного числа 7 > 0 функцию %%(у), 
определенную на полусегменте 5 — 7 < у < т- п-2л равен- 
ством 1) 


ТТ о—72-у — 
е при Хт-П<У<тТ-И, 

0% (у) — 2 (1.10) 

0 при х+п<у<тх-п+2т 

и периодически с периодом 2л продолженную на, всю бесконеч- 
ную прямую —с < у< оо. 

Подсчитаем тригонометрические коэффициенты Фурье Ах 
и Вь функции %х(9). 

Из равенства, (П.10) и из условия периодичности %и,(у) с пе- 


риодом 21 мы получим, что 2) 


т-т т-т 
Ак = 1 ] из (у) соз Ку4у = 5 ] е 7-9 соз Куау = 
п 
хп хп 


7 
= [еИсоз + 2) 46 = ТсозАг | © совка — 


2 
ы —п 
) т 
— 5 зш Ах ] е 1 за ЕЕ ЧЕ = 7 с08 Вх Ге” соз КЕ ай. 
0 
—п 


1) Не ограничивая общности, мы считаем, что 7 < т. 


2) При этом мы учитываем, что все интегралы от периодической функции 
по отрезкам, имеющим длину, равную ее периоду, совпадают между собой, 
делаем замену переменной у =$-+ т и принимаем во внимание, что 


у у у 
Ге"! соз КЕ = 2 Ге” соз КЕ | ет КЕ = 0. 
—п о 1 
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Далее, поскольку 


И 
— 5 __ . 1—7 
етсовкий = Го АВА че. оу 
К + =0 КУ 
0 
где 
— 7 с0$ К + Кэш К 
ок = РКУ, (п 


то, учитывая, что д = 1/52, мы получим следующее выражение 
для коэффициента Фурье Ах: 


_ с05Ат 
| 


т. +е 7" соз Кх - у: оу. (1.12) 


Совершенно аналогично устанавливается, что 


_ ШАХ 


ТЕР +е "зш Ах - у: ок. (1.13) 


Так как по условию функция }(у) принадлежит классу 
[2[-тп, п] и так как функция %.(у) принадлежит тому же классу 


при любом д = — > 0, то справедливо обобщенное равенство 
7 


Парсеваля (см. равенство (11.28)) 


п ©.® 


1 Аоа 
Е ] о. (УЛ ду = 20 + У (Ак -аь + Вь в). (ПА) 
ыл К=1 
Из соотношений (П.12), (П.13) и (П.14) вытекает, что для до- 
казательства неравенства (1.8) достаточно установить, что для 
всех достаточно малых положительных д справедливы неравен- 
ства 


п 


1 


Е [ъьд лад ау — 7) < (15) 


Л 


©.®) 
ъе 7100 +е "у У. ок (ак соз Кх + бе зшКх)| < 
К=1 


-. (П.16) 


Продолжим функцию (у) периодически с периодом 2л на 
всю бесконечную прямую. 
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Для доказательства, неравенства (П.15) заметим, что в си- 
лу 2л-периодичности функций 0.(у) и } (т) и в силу равенства 
(П.10) имеем 


п х—п-2т х-п 
Е [ъьбдлидаи = [| Бу аи = | ее-и Нудау = 
тп | т-т | 
= Дот | тема | [од = Кадет -И ау. (Пат) 
х—п х—1 


Учитывая, что Г) 


х--7 7 7 
и ету ау =1 е 1! а = уе" =1-е "т 
2 2 
т—п —П 0 


и учитывая, что для любого у из сегмента [5 — 7, х +1] справед- 
ливо неравенство (П.9), мы получим с помощью соотношения 


(1.17), что 


п 


Е [ъьбдлод ам — Ге) < 


п 
Л 


<ет/ (а) + 4-е") <е та) + 8. 


Так как для каждой фиксированной точки т и для фиксиро- 
ванных нами чисел = > 0 ип > 0 при всех достаточно малых 
6 = 1/7? справедливо неравенство е`”"|{(5)| < =/4, то соотно- 
шение (П.15) доказано. 

Остается доказать неравенство (1.16). Из (П.11) очевидно, 
что для величин ор при всех А =1,2,... справедлива оценка 


|оъ| < 2/К. (1.18) 


Для величины оо из (П.11) при всех достаточно малых 6 = 1/7? 
получим оценку 


[00| < 1/7 < 1. (11.19) 


1) При вычислении указанного интеграла мы делаем замену переменной 
и=Е- т. 
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Применяя к сумме, стоящей в левой части (П.16), неравенство 
Коши-Буняковского и используя оценки (П.18) и (1.19), мы по- 


лучим 1) 


со 
те То +е т. У. ок (ак соз Кх + бе зш Кх)| < 
К=1 


1/2 1/2 


со со 
_ ао у` 2 2 у` 1 
< 2е И э — (а — 6.) 1 — г 12 . (1.20) 


К=1 


Обе суммы, стоящие в правой части (П.20) в квадратных скоб- 


ках, ограничены постоянной (не зависящей от 9). Ограничен- 
ность первой из указанных сумм сразу вытекает из неравенства, 
Бесселя, а ограниченность второй из указанных сумм доказана 
в гл. 13 вып. 1. 
Поскольку при любом фиксированном п > 0 Пи е ТТлу = 
> 


п 
® СО 1 
= Ише 5” = 0, то правая часть (1.20) для любого фикси- 
—0 


рованного нами = > 0 меньше числа =/4 при всех достаточно 
малых положительных д. Теорема, доказана. 

3. Заключительные замечания о значении метода ре- 
гуляризации. Предложенный А. Н. Тихоновым метод регуля- 
ризации имеет большое естественнонаучное значение. 

Предположим, что с помощью какого-либо прибора мы изме- 
ряем частотные характеристики интересующего нас физическо- 
го процесса. Из-за несовершенства прибора мы измеряем ука- 
занные частотные характеристики с некоторой ошибкой. 

Естественно возникает проблема: должны ли мы, желая по- 
лучить как можно более точное представление об интересующем 
нас физическом процессе, неограниченно совершенствовать точ- 
ность прибора или путь к этому лежит через развитие таких ма- 
тематических методов обработки результатов измерений, кото- 
рые позволяют при имеющейся точности измерения частотных 
характеристик извлечь максимальную информацию об изучае- 
мом физическом процессе. 

Метод регуляризации указывает путь к такой математичес- 
кой обработке результатов измерений частотных характеристик 
(т. е. коэффициентов Фурье), при которой мы получаем ин- 


формацию об изучаемом физическом явлении (т. е. об искомой 


функции ](1)) с ошибкой, соответствующей ошибке в результа- 
тах измерений частотных характеристик. 


1) При этом мы мажорируем единицей модули функций созАхт и зш (т. 
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Абеля-—Дирихле признак равномер- 
ной сходимости несобственного 
интеграла, 284 

ряда 19 

— — — сходимости 
интеграла 103 

Абсолютная непрерывность интег- 
рала Лебега, 262, 265 

— сходимость несобственных интег- 
ралов 102 

Абсолютное кручение 434 

Абстрактное гильбертово простран- 

ство 400 

Адамара_Коши теорема 42 

Аддитивность двойного интеграла 


несобственного 


— интеграла Лебега, 258 

— площади поверхности 141 
Алгебра функций 56 

Арцела теорема, 37 
Асимптотическая линия 446 
Асимптотическое направление 445 


Базис сопряженный 211 

Безвихревое векторное поле 208 

Бесконечномерное линейное прост- 
ранство 311 

Бессель 318 

Бесселя неравенство 318 

— тождество 318 

Бета-функция 294 

— формулы приведения 299 

Билинейная форма 211 

Бинормаль 432 


Вейерштрасса признак равномер- 
ной сходимости несобственного 
интеграла 283 

— — — — ряда 20 

— теорема для алгебраических по- 
линомов 52 

— — — тригонометрических полино- 
мов 324 

Вейерштрасса-Стоуна теорема 56 

Вектор нормали 133 

Векторная функция 421 

Векторное поле 157 

— — лифференцируемое 161 

Векторной функции дифферении- 
руемость 426 

— — непрерывность 423 

— — предельное значение 423 

— — производная 424 

— — — по направлению 425 


Верхний интеграл Лебега 252 
Верхняя сумма 59, 66, 252 

— — лебеговская 255 

Внешнее произведение 213 
Внешний дифференциал 219 
Внешняя мера 235 

Внутренняя точка 231 

Вполне непрерывный оператор 412 


Гамма-функция 294 

— ‚ Формула приведения 296 

Гаусс 450 

Гаусса, теорема 450 

Гёльдера класс С” 336 

— константа 336 

— неравенство 272 

— норма 336 

— условие одностороннее 354 

Геодезическая линия 448 

Гиббс 151 

Гиббса, формулы 151 

Гильбертово пространство 401 

Гиперболическая точка 443 

Главная нормаль 432 

Главное значение несобственного 
интеграла в смысле Коши 109, 
117 

— направление 446 

Главные кривизны 446 

Гладкая поверхность 129 

Годограф 422 

Гомеоморфное отображение 127 

Градиент скалярного поля 158 

Граница куба 226 

— сингулярного куба 226 

Грин 176 

Грина формула 176 


Дарбу интеграл верхний 60 

— — нижний 60 

Двойной интеграл 58 

— — ‚ аддитивность 68 

— — ‚ линейное свойство 68 

— — ‚ сведение к повторному 69 

— — ‚ теорема о среднем 69 

Диаметр области 65 

Дивергенция векторного поля 163 

— оператора, 154 

Дини 22 

— признак равномерной сходимости 
несобственного интеграла 284 

— — — — ряда 22 

Дини-Липшица теорема 349 

Дирихле разрывный множитель 293 
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Дирихле-Абеля признак равномер- 
ной сходимости несобственного 
интеграла, 284 

ряда 19 

Дифференциал скалярного поля 158 

Дифференциальная форма 217 

Дифференцируемая поверхность 129 

Дополнение множества 231 


Евклидово пространство 311 


Замена переменных в пП-кратном 
интеграле 77 
Замкнутая ортонормированная сис- 


тема 320 
Замкнутое множество 231 
Замкнутость тригонометрической 


системы 323 
Замыкание множества 231 
Знакопеременная полилинейная 


форма 210 


Измельчение разбиения 252 
Измеримая функция 244 
Измеримое множество 237 
Изометричные поверхности 441 
Изоморфные евклидовы простран- 
ства 396 
Инвариантная 
Грина 179 
— — — Остроградского 198 
— — — Стокса 192 
Инварианты линейного оператора 
153 
Интеграл двойной 58 
— ‚ зависящий от параметра, несоб- 
ственный второго рода 289 
‚ — первого рода 282 
‚ собственный 277 
— кратный 73 
— —, зависящий от параметра, не- 
собственный 307 
‚ собственный 306 
— криволинейный второго 
119 
— — — — общий 120, 121 
— первого рода 119 
— Лебега, 252, 259, 264 
—от дифференциальной 
224, 
226 
— поверхностный второго рода 143 
— — — — общий 148 
— — первого рода 142 
Интегральная сумма 58, 65 
— — лебеговская 255 
Интегральный оператор 408 
Интегрируемая в области функция 
63, 65 


форма формулы 


рода 


формы 
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Интегрируемая на прямоугольнике 
функция 59 

— по Коши функция 109, 117 

— — Лебегу функция 252, 264 


Карлесон 330 

Касательная к кривой 429 

— плоскость 427 

Квадратичная форма вторая 441 

— — — знакоопределенная 442 

— — — знакопеременная 443 

— — — квазизнакоопределенная 443 

— — первая 438 

Квадрируемая поверхность 137 

Класс Гёльдера С“ 336 

— Лебега Г» 271 

Ковариантные координаты 150, 153 

Компактное множество 23, 385 

Контравариантные координаты 150, 
153 

Координатная линия 166, 426 

Координаты криволинейные 165 

Косинус-преобразование Фурье 367 

Коши критерий равномерной схо- 
димости несобственного интег- 
рала 282 

— — — — ряда, последовательности 17 

— — сходимости несобственного ин- 
теграла второго рода 107 

первого рода, 100 

Коши-Адамара теорема 42 


Коши-Буняковского неравенство 
36, 313 

Кратная тригонометрическая сис- 
тема 371 


Кратный интеграл Фурье 376 

Кривая гладкая 121 

— кусочно-гладкая 121 

— площади нуль 62 

— регулярная 429 

Кривизна 432 

— гауссова 450 

— нормальная 445 

— средняя 450 

Криволинейный интеграл второго 
рода 119 

— — — — общий 121 

— — первого рода 119 

— — ——, аддитивность 125 

— — ——_, Линейное свойство 125 

— — — ‚ формула среднего значения 


Кронекер 149 
Кронекера символ 149 
Круг сходимости 45 
Кручение 435 

— абсолютное 434 
Кубатурная формула 94 
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Кубатурной формулы веса 94 

— — погрешность 94 

— — узлы 94 

Кусочно-гёльдеровая функция 351 

Кусочно-гладкая функция 352 

Кусочно-непрерывная производная 
331 

— функция 312 


Ламе 170 

— параметры 170 

Лаплас 165 

Лапласа метод 302 

— оператор 165 

Лебег 230 

Лебега интеграл от ограниченной 
функции 252 

— — — положительной функции 259 

— — — функции любого знака 263 

— интеграл, абсолютная непрерыв- 
ность 262, 265 

— — ‚ аддитивность 258 

— — ‚ линейное свойство 258 

— —,‚ полная аддитивность 260, 265 

— класс С» 271 

— теорема 266 

Леви теорема 267 

Лежандра полиномы 316 

Линейная форма 210 

Линейное преобразование коорди- 

нат 80 

Линейный оператор 407 

— функционал 381 

Линия кривизны 448 

— уровня 158 

Липшица класс 336 

Липшица - Дини теорема 349 

Локализации принцип 344 

Локально-гомеоморфное отображе- 

ние 128 

Лузин 330 


Матрица линейного преобразова- 
ния 80 

Мёбиус 134 

Мёбиуса лист 134 

Менье 445 

— теорема 445 

Мера внешняя 235 

— множества 237 

Меры о-аддитивность 242 
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Минковского неравенство 271, 314 

Множество всюду плотное 389 

— замкнутое 231 

— измеримое 237 

Множество неизмеримое 243 

— открытое 231 


Множество типа Ро, Сб 242 
Модуль непрерывности 335, 372 
— — интегральный 349 


Направление на поверхности 440 
Натуральные уравнения кривой 438 
Некорректно поставленные задачи 


Неравенство треугольника 314 

Несобственный интеграл второго 

рода 106 

————_, зависящий от параметра 
289 

— — первого рода 99 

————_, зависящий от параметра 
282 

— кратный интеграл 110 

— — — ‚ зависящий от параметра 307 

Нижний интеграл Лебега, 252 

Нижняя сумма 252 

— — лебеговская 255 

Норма 314 

— матрицы 85 

— оператора 407 

— функционала 382 

Нормаль к кривой 432 

— к поверхности 133 

Нормальное сечение 445 

Нормированное пространство 314 


Область 127 

— кубируемая 74 

— многосвязная 176, 195 

— объемно-односвязная 209 

— олносвязная 187 

— поверхностно-односвязная 207 

— простая (в теории кратных интег- 
ралов) 74 

— — (в теории поверхностей) 129 

— сходимости ряда, последователь- 
ности 15 

— типа А 177, 196 

— элементарная 129 

Обобщенные полярные координаты 92 

Общая поверхность 128 

Объединение множеств 231 

Объем верхний 74 

— нижний 74 

— п-мерный 74 

Окрестность поверхности 189 

— точки по кривой 182 

Оператор вполне непрерывный 412 

— линейный 407 

— непрерывный 407 

— ограниченный 407 

Ортогонализации процесс 392 

Ортогональная криволинейная си- 
стема координат 170 
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Ортогональные элементы 315 
Ортонормированная система 315 
— — замкнутая 320 

— — полная 322 
Ортонормированный базис 394 
Остроградского формула 195 
Открытое множество 231 
Отображение гомеоморфное 127 
— локально-гомеоморфное 128 


Параболическая точка 444 

Параметризация единая 129 

Параметры Ламе 170 

Парсеваль 321 

Парсеваля равенство 321, 398 

— — для интеграла Фурье 369 

Пересечение множеств 232 

Перестановка 21 

Периодическая функция 323 

Периодическое продолжение 337 

Планшерель 369 

Планшереля равенство 369 

Площадь поверхности 137 

Поверхностный интеграл второго 
рода 143 

— — — — общий 148 

— — первого рода 142 

Поверхность гладкая 129 

— двусторонняя 134 

— лифференпцируемая 129 

— квадрируемая 137 

— кусочно-гладкая 141 

— общая 128 

— ограниченная 135 

— односторонняя 134 

— полная 135 

— простая 128 

— регулярная 129 

— уровня 158 

— элементарная 127 

— п-мерного объема нуль 74 

Повторного интегрирования форму- 
ла 76 

Покрытие множества 235 

Поле векторное 157 

— скалярное 156 

Полилинейная форма 211 

Полная аддитивность 
Лебега, 260, 265 

— ортонормированная система 322 

Полное нормированное простран- 
ство 270 

Положительное направление обхода 
125 

Полуокрестность точки на кривой 182 

Последовательность множеств, мо- 
нотонно исчерпывающих об- 
ласть 110 


интеграла 


463 


Потенциальное векторное поле 207 
Поток векторного поля (вектора) 
148, 199, 207 
Почти всюду справедливое свойство 
45 


Предел верхних сумм 61 

— интегральных сумм 59, 119 

— последовательности векторов 422 

Предельная точка 231 

Предельное значение 
функции 423 

Преобразование Фурье 359 

Признак сравнения в предельной 

— — общий 101, 113 

— — частный 101 

Принцип локализации 344 

Произведение разбиений 252 

Производная векторного поля по 
направлению 161 

— скалярного поля по направлению 
159 

Пространство Лебега Г, 271 

Прямоугольные частичные суммы 


371 


Равномерная ограниченность 19 

— сходимость в точке кратного не- 
собственного интеграла, 307 

— — несобственного интеграла вто- 
рого рода 289 

— — — — первого рода 282 

— — последловательности 16 

— — ряда 17 

Равностепенная непрерывность 37 

Радемахер 316 

Радемахера система 316 

Радиус сходимости 45 

Радиус-вектор кривой 429 

— поверхности 131 

Разбиение множества 251 

— — лебеговское 255 

Разбиение прямоугольника 58 

Разность множеств 231 

Расширенная числовая прямая 243 

Рисс 254 

Рисса теорема 387 

Рисса_Фишера теорема 396 

Ротор векторного поля 162 

— оператора, 155 


векторной 


Самосопряженный оператор 410 
Связная компонента 176, 195 
Сепарабельное пространство 389 
Симметричное ядро 411 
Сингулярный куб 224 
Синус-преобразование Фурье 367 
Система криволинейных координат 
на поверхности 132 
Скалярное поле 156 


464 


Скалярное произведение 312 

Слабая компактность 386 

Собственное значение 414 

Собственный элемент 414 

Соленоидальное векторное поле 207 

Соприкасающаяся плоскость 430 

Сопряженный оператор 409 

Среднее квадратичное отклонение 
319 

Степенной ряд 41 

Стирлинг 297 

Стирлинга формула 302 

Стокс 189 

Стокса формула 189 

— — для дифференциальных форм 
227 

Стоун 56 

Стоуна—Вейерштрасса теорема 56 

Сумма множеств 231 

Суммируемая по Лебегу функция 
259, 263 

Сферическая система координат 168 

— — — п-мерная 91 

— частичная сумма 371 

Сходимость 15 

— в среднем 34 

—в Г(Р) 265 

— по мере 249 

— по норме 270 

— равномерная 16 

— сильная 270 

— слабая 385 

— последовательности векторов 422 


Тейлора ряд 48 

Тихонова теорема 454 

Точка, обыкновенная 129 

— особая 129 

'ТГранспозиция 213 

Тригонометрическая система 315 

— — ‚ замкнутость 326 

Тригонометрические коэффициен- 
ты Фурье 320 

'ТГригонометрический многочлен 323 

— ряд Фурье 319 


Уплощения точка 444 

Ускорений плоскость 432 

Условная сходимость несобствен- 
ных интегралов 102 


Фату теорема 269 
Фейер 355 

Фейера теорема 355 
— ядро 356 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Фишера-—Рисса теорема 396 

Фредгольма интегральное уравне- 
ние 417 

Френе 437 

— формулы 437 

Френель 104 

Френеля интеграл 104 

Фундаментальная —’последователь- 
ность 270 

Функционал линейный 381, 395 

— непрерывный 381, 395 

— ограниченный 381 

Функциональная 
ность 13 

Функциональный ряд 13 


Функпия из класса С* 164 
Фурье интеграл 358 

— — кратный 376 

— косинус-преобразование 367 
— коэффициенты 317 

— — тригонометрические 320 
— преобразование 359 

— ряд 317 

— — тригонометрический 319 
— синус-преобразование 367 


Хаар 316 
Хаара система 316 
Характеристическое число 417 


последователь- 


Цепь р-мерная 225 

Цилиндрическая система координат 
167 

Циркуляция векторного поля 181, 
193, 207 


Частичная сумма, 14 
— — ряда Фурье 317 
Чебышева полиномы 316 


Шварц 138 
Шварца пример 138 


Эйлера интегралы 291 

— формула 51 

— — для нормальной кривизны 449 
Эквивалентные функции 245 
Элемент объема 90 

Элементарная область 129 

— поверхность 127 

— фигура 61 

Элементарное тело 74 
Эллиптическая точка, 443 


Ядро интегрального оператора 410 
— Фейера 356 


